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Chapitre 1
Schémas

81 Le langage des schémas

1.1 Un espace annelé est un espace topologique muni d’un faisceau d’anneaux, appelé faisceau
structural. Si X est un espace annelé, on notera aussi X 'espace topologique et méme ’ensemble
sous-jacents & X, et on notera Ox son faisceau structural. Un espace géométrique est un espace
annelé dont les fibres du faisceau structural sont des anneaux locaux.

Soient X et Y des espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés f de X vers Y consiste en
une application continue X — Y, également notée f, et en un morphisme de faisceaux d’anneaux
Or: Oy — f.(Ox). Si ﬁﬁ désigne le morphisme f*(0y) — Ox adjoint & Oy et si x est un point de X,
1’iﬁsomorphisme canonique (f*(Oy))s = Oy, f(z) permet d’identifier le morphismeﬂ ﬁ}{x il;ldui;ic par
ﬁf a un morphisme Oy, () — Ox 5. Avec cette identification, si f = gh, alors ﬁ’ﬁz = ﬁh7zﬁg7h(m).
Si X et Y sont des espaces géométriques, un morphisme d’espaces géométriques f de X vers
Y est un morphisme d’espaces annelés tel que les morphimes ﬁﬁﬁz induits par ﬁﬁ sur les fibres
soient locaux. On note Esa la catégorie des espaces annelés et Esg la sous-catégorie de Esa formée
des espaces géométriques et des morphismes d’espaces géométriques.

1.2 Soit X un espace géométrique. Si x est un point de X, on note m, I'idéal maximal de Ox ,
et k(z) le corps résiduel Ox ,/my. Si s est une section de Ox au-dessus d’'un ouvert U et si
x € U, la valeur de s en x est 'image canonique du germe s, dans x(x), notée s(x). Si s(z) # 0,
il existe une section t au-dessus d’un voisinage de z dans U telle que s,t, = 1, et donc on a
syty = 1 pour tout y dans un voisinage de z; ensemble des xz dans U pour lesquels s(z) # 0
est donc un ouvert de U, noté U et appelé ouvert spécial de U. Observons les relations U = Uy
et Us NU; = Ug. Lorsque s(z) = 0 on dit que x est un zéro de s ou encore que s s’annule en z.
On remarquera que Uensemble des zéros communs d’une partie de Ox (U) est fermé dans U, car
son complémentaire dans U est réunion d’ouverts spéciaux.

1.3 Proposition. Pour qu’un morphisme d’espaces annelés f: X — Y soit un monomorphisme,
il suffit que Dapplication continue sous-jacente a f soit injective et que le morphisme ﬁﬁ: [0y —
Ox adjoint & Oy soit un épimorphisme de faisceauzr d’anneaut.

Démonstration. Soient g,h: X’ = X deux morphismes tels que fg = fh. On obtient de la
premiere condition que les applications continues sous-jacentes & g et a h coincident. On considere
le diagramme

f(Oy) —— [ f(Ox) = " f.9.(Ox)

o5 o

ﬁX ﬁ:gkg-(ﬁxl)a
h

les deux morphismes formant la premiere ligne étant 'y et f*Opp,. Les deux carrés y sont
commutatifs par naturalité des fleches verticales. Sachant que le triangle & gauche commute et
que f*0ry = [*Opy, on obtient G,0F = 0,0, d'ot 0, = 0. O

1.4 Soient X un espace annelé, P une partie de I’espace topologique X, et i: P — X l'inclusion.
L’espace topologique P devient un espace annelé lorsqu’on le munit du faisceau d’anneaux i* (0x ),
que l'on notera aussi Ox|P, et Papplication continue ¢ devient un morphisme d’espaces annelés
en prenant pour &; le morphisme canonique Ox — i.i"(0x). Si X est un espace géométrique,
P est aussi un espace géométrique et ¢ est un morphisme d’espaces géométriques. En effet, si
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z est un point de P, le morphisme ﬁfm est un isomorphisme; en particulier, il est local. On
appelle i le morphisme d’inclusion du sous-espace P dans X. Si f: X — Y est un morphisme
d’espaces annelés, le morphisme composé fi s’appelle la restriction de f & P et est noté f|P. La
proposition 1.3 montre que ¢ est un monomorphisme d’espaces annelés.

Tout morphisme d’espaces annelés f: X — Y se factorise de maniére unique en

X2 .,pr ",y

chaque fois que f(X) C P C Y, ou i est le morphisme d’inclusion du sous-espace P dans
Y. Explicitement, le morphlsme ﬁ i"(0y) — g.(Ux) est l'adjoint du morphisme &;: Oy —
1.9.(0x). Puisque ﬁ L =0} ﬂ ﬁ , g est un morphisme d’espaces géométriques si et seulement

si f Dest.

1.5 Soit f: X — Y un morphisme d’espaces annelés que ’on factorise en
X215 f(X)= Y.

On dit que f est une immersion ouverte si f(X) est ouvert dans Y et si g est un isomorphisme.
Dans ce cas, f est un monomorphisme d’espaces annelés en tant que composition de mono-
morphismes. On dit que f est une immersion fermée si f(X) est fermé dans Y, si g est un
homéomorphisme et si ﬁﬁ est un épimorphisme (on entendra toujours par 14 un épimorphisme
de faisceaux d’ensembles, méme si, comme c’est le cas ici, le morphisme en question est un
morphisme de faisceaux d’anneaux). Rappelons que cette derniére condition a lieu exactement
lorsque les morphismes Oy ¢,y — Ox . induits par ﬁ}} sont surjectifs. Les immersions fermées
sont des monomorphismes en vertu de la proposition 1.3.

On dit qu’un morphisme d’espaces annelés f est une immersion localement fermée, ou simple-
ment une immersion, s’il se factorise en gh ou g est une immersion ouverte et i est une immersion
fermée. Un tel f est un monomorphisme d’espaces annelés par ce qui précede. Puisque ﬁg in-
duit des isomorphismes sur les fibres, on a que f est un morphisme d’espaces géométriques si
et seulement si g et h le sont. Pour qu’un morphisme d’espaces annelés f: X — Y soit une
immersion localement fermée, il faut et il suffit que f induise un homéomorphisme de X sur une
partie localement fermée de Y et que ﬁﬁ soit un épimorphisme ; dans ce cas, f est une immersion
fermée si et seulement si f(X) est fermé dans Y. On en déduit les criteres suivants. Si (U;)er
et (V) es sont des recouvrements ouverts de X et de Y, alors f est une immersion ouverte ou
localement fermée si et seulement si les f|U; le sont, et f est une immersion ouverte, fermée ou
localement fermée si et seulement si les morphismes f~!(V;) — V; induits par f|f~ ( ) le sont.

Il est clair qu'une composition d’immersions ouvertes, fermees ou localement fermees est
encore une immersion du méme type.

1.6 Reprenons les notations de 1.5. Dans la définition d’immersion fermée, on peut remplacer la
derniere condition par la suivante : & est un épimorphisme de faisceau. En effet, comme f induit
un homéomorphisme de X sur une partie de Y, tout ouvert de X est préimage d’un ouvert de
Y'; il s’ensuit que le morphisme canonique (f.(0x))¢(z) — Ox ., est un isomorphisme. Si 0y est
un épimorphisme de faisceaux, ce qui revient a dire que Oy, — (f.(0x)), est surjectif pour tout
y €Y, onen dedu1t que le morphisme Oy, () — Ox o est egalement surjectif pour tout z € X,
c’est-a-dire que ﬁ est un épimorphisme. Réciproquement, si ﬁf est un épimorphisme, & 1’est
également par ce qu1 précede et le fait que, puisque f(X) est fermé dans Y, (f.(0x))y = 0 si
yeY — f(X).

Soient Z un espace annelé, X et Y des espaces géométriques et f: X — Z, g: Y — Z des
immersions fermées. Supposons que ker &y = ker 0, en tant que sous-faisceaux de &z. Sachant
que Uy et 0, sont des épimorphismes, il existe un unique isomorphisme de faisceaux d’anneaux
¢: 9.(Ov) = f.(Ox) tel que 90, = O;. Comme par ce qu’on vient de voir la fibre de f.(0x) en
un point z € Z est nulle si z € Z — f(X) et s’identifie & Ox , si z = f(z), le support de f.(0x)
est ensemble des points f(x) tels que Ox , # 0; mais cette derniere condition est vérifiée pour
tout point de X car X est un espace géométrique, et donc f(X) est exactement le support de
f.(Ox). On a donc f(X) = g(Y), et comme f et g induisent des homéomorphismes X = f(X)
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et Y = ¢(Y), il existe un unique homéomorphisme h: X = Y tel que gh = f. Puisque tout
ouvert de Y est de le forme g~ 1(V) pour un ouvert V de Z, les isomorphismes ¢y définissent
un isomorphisme de faisceaux d’anneaux 0, : Oy — h.(0x). En effet, si g=1(V) = g~ (W), alors
v = pvaw = ow. 1l existe donc un isomorphisme d’espaces géométriques h tel que gh = f.
Ceci montre qu’une immersion fermée f: X — Z d’un espace géométrique dans un espace annelé
est entierement déterminée, & un isomorphisme de (Esa | Z) pres, par le noyau de 0y.

1.7 Proposition. Tout diagramme d: | — Esa admet une limite inductive. En outre, le foncteur
oubli Esg — Esa crée les limites inductives.

Démonstration. On commence par construire un espace annelé X et des fleches di — X pour
i € Obl, puis on montrera qu’il s’agit de la limite inductive du diagramme dans Esa. On prend
pour espace topologique sous-jacent a X la limite inductive dans Top du diagramme induit sur
les espaces topologiques. On a donc des applications continues canoniques di — X pour tout
1 € Obl. Le diagramme d induit alors un diagramme d’: 1° — Any de faisceaux d’anneaux sur
X, en prenant pour d’i 'image directe par application di — X du faisceau structural de di et
pour d'f, si f: j — i est une fleche de |, 'image directe par la méme application du morphisme
Uys. Le faisceau structural Ox est alors la limite projective du diagramme d’. La vérification
que X est limite inductive du digramme dans Esa est purement formelle sachant que le foncteur
f. entre catégories de faisceaux d’anneaux induit par une application continue f commute aux
limites projectives, étant adjoint a droite au foncteur f*.

Il reste & montrer que si d est un diagramme d’espaces géométriques, alors la limite construite
ci-dessus est bien une limite du diagramme dans Esg. Puisqu’en général on peut obtenir toutes
les limites inductives a partir de sommes et de conoyaux, il suffit de le vérifier lorsque d est
un diagramme de somme (c’est-a-dire lorsque | est discréte), et lorsque d est une double fleche.
La conclusion cherchée est apparente dans le premier cas. Considérons donc un diagramme
f,9: X =Y dans Esg, et soit h: Y — Z sa limite inductive dans Esa. Le morphisme 0 : 07 —
h.(0%) est donc la limite projective du diagramme h.(0f), h.(0y): h.(0yv) =% h. f.(Ox). Vérifions
d’abord que h est un morphisme d’espaces géométriques. Soit W un ouvert de Z, V. = h=1(W)
et U= f~1(V) = g1 (V). Le morphisme 0, w identifie les sections de 0 au-dessus de W aux
sections s de Oy au-dessus de V' qui vérifient Oy v (s) = 0, v (s). Soient t € Oz(W), s = Opw ()
et r =05 v(s) = 0y,v(s). Puisque 05, et 0, , sont des morphismes locaux pour tout = € X, on
a f~Y(Vs) = U, = g~ (V). Par conséquent, h(Vs) est un ouvert de Z et h=1(h(Vs)) = V5. On
prétend que h(Vj) est précisément ’ensemble des points de W ol le germe de ¢ est inversible,
que I'on notera W;. En effet, si y € Vi, t5(,) a pour inverse le germe de ﬁ,;,ll(vs)((sﬂ/;)_l) en
h(y). Réciproquement, si ¢, est inversible et si z = h(y), alors s, a pour inverse 0, ,(¢;1). Si
maintenant ¢ et ¢ sont des sections de 0z au-dessus de W, comme Y est un espace géométrique,
on a Wipy = h(Vspsr) C h(Vs) UR(Vy) = Wy U Wy Ceci étant valable pour tout ouvert W de
Z, Z est un espace géométrique. De plus, les inclusions h(Vs) C W, montrent que &, , est local
pour tout y € Y. Finalement, on montre que h est bien le conoyau du diagramme dans Esg.
Soient T est un espace géométrique et k: Y — T un morphisme d’espaces géométriques vérifiant
kf = kg. Soit l: Z — T T'unique morphisme d’espaces annelés vérifiant k = [h. Siy € Y, ’égalité

ﬁlg y = ﬁ}f yﬁln h(y) montre que ﬁlﬁh(y) est un morphisme local ; comme ’application continue h est
surjective, [ est un morphisme d’espaces géométriques. [l

L’énoncé analogue pour les limites projectives n’est pas vrai. Tout diagramme d’espaces
annelés a bien une limite projective, dont la construction est parfaitement duale a celle de sa
limite inductive, mais le foncteur Esg — Esa ne préserve pas les limites projectives. Par exemple,
si X et Y sont des espaces géométriques n’ayant qu’un seul point et si @y et Oy sont des corps de
caractéristiques distinctes, on voit immédiatement que le produit X x Y existe dans Esg et que
son espace sous-jacent est vide. En fait, si X est la limite projective dans Esa d’'un diagramme
d: |1 — Esg et si p;: X — di sont les projections canoniques, alors X est limite projective du
diagramme dans Esg si et seulement si la condition suivante est vérifiée : pour tout x € X,
Ux 4 est limite inductive dans la catégorie des anneaux locaux (avec les morphismes locaux) du
diagramme 4 = Oy, ;,, () sur 1°. Ceci est vérifié par exemple lorsque d est une double fleche.

1.8 Supposons donnés une famille d’espaces annelés (X;);cr et pour tous i, j dans I distincts
un ouvert U;; de X; et des isomorphismes ;;: U;; = Uy vérifiant ¢;; = <p;i1. Supposons



6 SCHEMAS 119

de plus que pour tous 4, j et k deux & deux distincts, ¢;;|U;; N Uy induise un isomorphisme
ijk: Uiy N U, = Uy N U, et que ces isomorphismes vérifient @i i1 = @inj. Ces données
définissent un diagramme d: | — Esa de la maniere suivante. Pour tous ¢ et j dans I distincts,
x; et u;; sont des objets de |, et tous les objets de | sont de cette forme. Les fleches de | sont
fij: Uij —> T4 et Gij: Uij —> Ujj. On pose alors dSCz = Xi, duij = Uij7 df” égal au morphisme
d’inclusion U;; = X; et dg;; = ;5. Un tel diagramme sera appelé un diagramme de recollement.

Proposition. Soit d: | — Esa un diagramme de recollement, et soit X sa limite inductive.
Pour tout i € Obl, le morphisme canonique di — X est une immersion ouverte (1.5).

Démonstration. Reprenons les notations précédant 1’énoncé de la proposition. Il suffit manifes-
tement de montrer que les morphismes canonique f;: X; — X sont des immersions ouvertes.
Il est clair que f; est un homéomorphisme de X; sur une partie ouverte de X, I’espace topo-
logique X étant obtenu en recollant les espaces topologiques X; le long des homéomorphismes
©;j. Soient U un ouvert de X; et V = f;(U). Sachant que le foncteur # - (V) de Anx vers
An commute aux limites projectives, 'anneau Ox (V) est la limite projective du diagramme d,
obtenu en composant d’ (1.7) avec ce foncteur; il s’identifie donc au sous-anneau du produit
[Lier Ox, (fj_l(V)) formé des familles (s;);er vérifiant pour tous j et k les relations

Opr; (35117 (V) N Ujw) = sel £ (V) N U (1)

(Dans cette équation et dans celles qui suivent, on écrit pour simplifier 0 (s) au lieu de Jy 1 (s).)
Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que la projection canonique p: Ox (V) — Ox,(U)
est un isomorphisme d’anneaux. Comme f;'(V) C Uj;, les relations (1) montrent que pour
qu'une famille (s;);er soit dans Ox (V), il faut que s; = 0, (s;|Us; N U) pour tout j # i; donc
p est injectif. Inversément, vérifions que si les s; sont ainsi posés, on a bien (s;);er € Ox(V),
ce qui implique que p est surjectif. On note que pour tous j et k distincts de i, sj|fj71(V) N
Ujk = ﬁg,jik (51|Uz] NU;r N U) Donc ﬁlpk]. (Sjlfj_l(V) n Ujk) = ﬁlpk]‘iﬁwﬁk (Si|Uij NU;p N U) =
@D,ﬂ.j (SilUik N Uij n U) = Sk|fk_1(V) n Ukj. O

Dans le cas ol (X;)ier est un recouvrement ouvert d’un espace annelé X avec U;; = X;NX; et
©i; = id, on sait de la théorie des faisceaux que Ox est limite projective du diagramme d’, et donc
que X lui-méme, avec les morphismes d’inclusion X; > X, est limite inductive du diagramme
d. La proposition signifie précisément que tout diagramme de recollement est isomorphe a un
diagramme de cette forme. Etant donnés pour tout ¢ des morphismes h;: X; — Y tels que
hi|lUi; = h;|U;j, on en déduit qu'il existe un unique morphisme h: X — Y tel que h|X; = h;
pour tout .

1.9 Pour X un espace annelé, on note aussi €(X) Panneau des sections globales Ox(X).
Si f: X — Y est un morphisme d’espaces annelés, 0(f) désigne le morphisme d’anneaux

Ory: O(Y) = [.(Ox)(Y) = O(X).

Théoréme. Le foncteur 0°: Esg — An° posséde un adjoint o droite. De plus, la counité de
cette adjonction est un tsomorphisme.

Démonstration. On commence par décrire le foncteur adjoint Spec: An® — Esg sur les objets.
Soit A un anneau. L’ensemble sous-jacent a Spec A est ’ensemble des idéaux premiers de A. Si E
est une partie de A, on note V(FE) I'ensemble des idéaux premiers de A contenant E. On prend
alors pour parties fermées de Spec A toutes les parties de la forme V(E). On définit sur Spec A
un préfaisceau d’anneaux # comme suit. Si U est un ouvert de Spec A, soit S(U) I'ensemble
des éléments de A n’appartenant & aucun élément de U. On pose % (U) égal & I'anneau de
fractions S(U)~1A. Si V C U, on prend pour morphisme de restriction le morphisme canonique
S(U)~tA — S(V)~tA. On voit immédiatement que la fibre de .# en un point x s’identifie
a l'anneau local A,, de sorte que Spec A devient un espace géométrique lorsqu’on le munit
du faisceau associé au préfaisceau #. On note £4 le morphisme canonique A = (A*)71A =
F (Spec A) — 0(Spec A).
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Soit maintenant ¢: A — ¢(X) un morphisme d’anneaux. On lui associe un morphisme
d’espaces géométriques ”: X — Spec A. Pour z € X, ¢°(z) sera I'image réciproque de m,, par
la composition

A" 0(X)—0Ox,

ot1 la seconde fleche est canonique. L’application ¢ est continue : I'image réciproque par ¢’
d’un fermé V(E) de Spec A est l'ensemble des zéros communs des éléments de ¢(E), qui est
fermé dans X (1.2). Soient U un ouvert de Spec A, a un élément de S(U) et = un point de X
tel que ¢”(z) soit dans U. Alors a ¢ ¢°(z) par définition de S(U), ce qui revient & dire, par
définiton de ¢”, que @(a), est inversible dans @ . Ceci étant valable pour tout a € S(U) et
tout x € (¢”)~1(U), il s’ensuit que les éléments de 1'image de S(U) par le morphisme composé

A—"50(X) = 0x((¢") 71 (U))

sont inversibles, et donc que ce morphisme se factorise de maniere unique en
_ P _
A= SU)TTA—S 0x((¢)) 1)), (2)

Pour la méme raison, si V' C U, il existe une unique fleche ¢%,: S(V)™'A — Ox((¢")~1(V))
faisant commuter le rectangle a droite dans le diagramme

A—— SWU) A 0 (") 1))

N

SV) A= 0y ((6) 7 (V).

Puisque le triangle & gauche commute également, le contour du diagramme commute. L’unicité
de la décomposition (2) implique alors que 1/}V = 1/)\/, et par suite que la famille des ¥y est un
morphisme de préfaisceaux d’anneaux v¢: # — ¢’ (0x). En passant aux limites inductives, on
voit que le morphisme 1,1 Ags(,) — Ox . envoie un élément a/1 sur p(a),. Par définition de
@’ sia € ¢°(x), alors p(a), € m,. Le morphisme v est donc local sur les fibres, de méme que
le morphisme induit ﬁwb : O3pec A — ga?(ﬁx). Ceci achéve la définition de ¢”.

Nous montrons maintenant que les applications ¢ +— ¢” et f +— O (f)ea sont des bijec-
tions réciproques entre An®((X), A) et Esg(X, Spec A). Le fait que ¢ = 0(¢)e 4 découle de la
commutativité des triangles dans le diagramme

A— 7 (Spec A) —— 0(X)

x J 0(¢%)

0 (Spec A)

dont la premiere ligne est ¢. D’autre part, si x € X, (0(f)ea)’ () est l'ensemble des éléments a
de A tels que 0y ,(a/1) appartienne a m,,. Puisque 0y ,, est local, si a € f(x), alors Oy ,(a/1) € my.
Réciproquement, si &y .(a/1) € m,, alors a/1 n’est pas inversible dans Ay, donc a € f(x).
Ainsi, les applications continues sous-jacentes & f et & (£(f)ea)” coincident. Pour voir que les
morphismes de faisceaux sous-jacents coincident également, il suffit de remarquer que Oy, étant
un morphisme de faisceaux, fait commuter les diagrammes

L 0(Spec A) — P p(x)

T

F(U) —— Ospee a(U) 225 O (F71(U)),

et que ﬁ(/j( flea)y est, par définition, l'unique tel morphisme.
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Ceci montre que € 4: A — 0 (Spec A) est une fleche universelle de 0° vers A pour tout anneau
A. Par conséquent, Spec est un foncteur et € est la counité d’une adjonction #°, Spec: Esg = An°.
La proposition 1.11 appliquée & U = Spec A montre que € 4 est un isomorphisme pour tout A. [

1.10 Soit A un anneau. L’espace géométrique Spec A s’appelle le spectre premier de A. Si
E est une partie de A, on note D(E) l'ouvert de Spec A complémentaire de V(E). Lorsque
E ={ai,...,an}, on écrit aussi V(aq,...,an) et D(ai,...,a,) au lieu de V(E) et D(E). Des
relations évidentes D(UJ, Ex) = U, D(Ex) et D(E)N D(F) = D({ab|a € Eetb € F}) on
conclut que les ouverts D(a), pour a € A, forment une base de la topologie de Spec A.

Notons encore quelques propriétés élémentaires de V. Si F est une partie de A, on a
évidemment V(E) = V((F)), ou (F) désigne l'idéal de A engendré par E. Si F et F sont
deux parties de A, alors V(E) C V(F) si et seulement si t((E)) D t((F)), ou v(a) est la racine
de Iidéal a. Ainsi, V' (resp. D) induit une bijection entre les idéaux a de A tels que a = t(a) et
les parties fermées (resp. ouvertes) de Spec A. Puisque t(a) = A est équivalent & a = A, on a en
particulier que V(FE) est vide si et seulement si (F) = A. Inversément, pour que V(E) = A, il
faut et il suffit que tous les éléments de E soient nilpotents. Puisque pour un idéal premier p et
pour n > 1, f € p si et seulement si f € p, on a pour tout n > 1 la relation V(f) = V(f™).

Proposition. Soit A un anneau et E une partie finie de A. Alors D(E) est une partie quasi-
compacte de Spec A. En particulier, Spec A = D(1) est un espace topologique quasi-compact.

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas E = {f}. Puisque les ouverts D(g) forment une base de
la topologie de Spec A, il suffit de montrer que d’un recouvrement de D(f) par des ouverts D(g),
g € F, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Dans cette situation, D(f) = UgeF D(g) =
D(F), ce qui implique qu’une certaine puissance f™ de f (m > 1) appartient a (F'). Par suite, il
existe g1, ..., gn dans F et f1, ..., f, dans A tels que f™ = figi, et puisque D(f™) = D(f),
les D(g;) forment un sous-recouvrement fini du recouvrement donné. |

1.11 Proposition. Soit A un anneau et U un ouvert spécial de Spec A. Les notations étant
celles de 1.9, le morphisme canonique F (U) — Uspec A(U) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit X = Spec A. On montre d’abord la proposition pour les ouverts spéciaux
de la forme X, ,(,) pour a € A. Appliquant ceci & a = 1, on obtiendra que €4 est un isomor-
phisme, d’out le résultat général. Puisque le morphisme canonique de # dans Ogpec 4 induit des
isomorphismes sur les fibres, 'ouvert spécial X, , ) n’est autre que 'ouvert D(a) (1.10). Comme
les ouverts D(a), a € A, forment une base de la topologie de X, il suffira de montrer que le
préfaisceau .# est déja un faisceau sur cette base, c’est-a-dire que I’on a une suite exacte

0— F(D(a)) — H F(D(a;)) = H 7 (D(aia;))

chaque fois que D(a) est réunion d’ouverts D(a;). Puisque tous les ouverts D(a) sont quasi-
compacts (1.10), il suffit de le montrer pour les recouvrements finis. Notons qu’ici S(D(a)) est
constitué des éléments de A qui divisent un élément de {1,a,a?, ...}, et donc que le morphisme
canonique 4, — Z (D(a)) est un isomorphisme. Puisque D(a;) = D(a) N D(a;) = D(aa;), le
diagramme ci-dessus devient

0= Aa = [ Awa, 2 ] Auaia, -

]
Sil'on pose C'= Ay, B =[], Aaa,, alors cette suite s’identifie a la suite

0-C—-C®cB—>C®cB®cB

dont les fleches sont données par c— c® let cQb—c®b® 1 —c®1®b. De plus, B est une
C-algebre fidelement plate. En effet, elle est plate car la localisation par a; est un foncteur exact
Modc — Mode et le produit tensoriel commute aux produits finis; d’autre part, si m est un
idéal maximal de C, sachant que D(a) est recouvert par les D(a;), il existe un indice 4 tel que
a;/1 ¢ m, et on en déduit que mB # B. Il suffit alors d’appliquer le lemme suivant en y posant
M=C. O
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1.12 Lemme. Soient C' un anneau, M un C-module et B une C-algébre fidélement plate. Alors
le complexe cosimplicial augmenté de C-modules

M—-+M®cB—+M®cB®cB—M®cBcB®cB—---,
dont l'augmentation est m +— m ® 1 et dont les opérations cosimpliciales sont définies par

S Mm@ @by 1) =mRby @b 1 1R @ Dby et
ai(m®bo®"'®bn+1):m®b0®"'®bibi+1®"'®bn+1

pour 0 <1 < n, est une résolution de M.

Démonstration. Puisque B est fidelement plate, il suffit de montrer que la suite tensorisée

d°®idp d'®idp
0 MRcB——M®&:B®:cB——M®cB®c B®RcB—---
est contractile. Or, si on pose Z"(m @by @+ - @bpy1) = (—1)"(M @by ® - - - @ bpbpt1), on obtient
Y (d" @ idg) + (d" ! ® idp)X"™ = id pour tout n > 0 par un calcul direct. O

1.13 Si ¢: A — B est un morphisme d’anneaux, le morphisme Specy = (epp)’ peut s’ex-
pliciter comme suit. Si z € Spec B, (Spec ¢)(z) est 'image réciproque de x par ¢. Il s’ensuit
que si U est un ouvert de Spec A, on a ¢(S(U)) C S((Specy) 1 (U)). Si F et ¥ désignent
les préfaisceaux d’anneaux sur Spec A et Spec B décrits dans 1.9, le morphisme de faisceaux
Uspec o €st associé au morphisme de préfaisceaux # — (Specp).(¥) défini par les morphismes
S(U)~tA — S((Spec ) 1 (U))~!B induits par ¢. On déduit de 1a que les morphismes induits
par Spec ¢ sur les fibres s’identifient aux morphismes A,-1(,) — B, induits par .

1.14 Soit ¢: A — B un morphisme d’anneaux. Si P est une partie de Spec A, son adhérence
dans Spec A est égale a V([,cpx). En effet, si I'on pose a = (), .px, alors P C V(E) si et
seulement si E C a, d’out les égalités P =, V(E) =V(Ugcoa E) = V(a).

Si a est un idéal de B, on en déduit que 'adhérence de (Specy)(V(a)) dans Spec A
est V(p~1(a)). Cela découle des égalités Neevia) o Hx) = ‘P_l(ﬂzev(a) z) = o Yr(a)) =
t(p~1(a)) et du fait que V(r(p~1(a))) = V(¢ !(a)). En particulier, 'application continue
Spec ¢ est dominante si et seulement si V(ker ¢) = A, ce qui revient a dire (1.10) que ker ¢ est
un nilidéal.

1.15 Proposition. Soit ¢: A — B un morphisme d’anneauz. Pour que Spec ¢ soit une immer-
sion fermée (1.5), il faut et il suffit que @ soit surjectif.

Démonstration. Si ¢ est surjectif, z +— o 1(z) est une bijection de Spec B sur V (ker )
préservant l'inclusion, et donc Spec ¢ se factorise en

Spec B 7, V (ker ¢) = Spec A

ot f est un homéomorphisme. De plus, les morphismes A, -1(,) — By induits par ¢ sont surjectifs.
Inversément, supposons que Specp soit une immersion fermée. Si 'on factorise ¢ en A —»
A/ ker ¢ > B, on obtient une factorisation de Spec ¢ en

Spec B AN Spec(A/ ker ) = Spec A

ou la premiere fleche est dominante (1.14) et la deuxiéme fleche est une immersion fermée
par ce qu’on vient de démontrer. Puisque la composition est une immersion fermée, f est un
homéomorphisme sur son image et f(Spec B) est fermé dans Spec(A/ker¢); donc f est un
homéomorphisme. Puisque ﬁSpec o,z €St un morphisme surjectif pour tout x € Spec B et qu’il se
factorise a travers ﬁ}{x, ce dernier est aussi surjectif. Ainsi, &y est un épimorphisme. D’autre part,
I'injectivité de A/ ker ¢ »— B implique que les morphismes &y 1y sont injectifs pour tout ouvert U
de Spec(A/ ker ¢), car il en est ainsi des morphismes S(U)~(A/ker¢) — S(f~1(U))~'B. Par
conséquent, f est un isomorphisme, et comme le foncteur Spec est pleinement fidele, A/ ker ¢ —
B est un isomorphisme. [l
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1.16 Proposition. Soit A un anneau, S une partie de A, p: A — S~'A le morphisme cano-
nique et P la partie de Spec A dont les éléments sont disjoints de S. Alors Spec ¢ induit un
isomorphisme d’espaces géométriques entre Spec(S—1A) et P.

Démonstration. Puisque la correspondance z - ¢~ !(z) est une bijection de Spec(S1A) sur P
préservant l'inclusion, Spec ¢ se factorise en

Spec(S~1A) P Spec A

ou f est un homéomorphisme. Pour voir que f est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier
que les morphismes ﬁﬁz: Up,t(z) = Uspec(s—14),, induits sur les fibres sont des isomorphismes.

En vertu de 1.4 et 1.13, ces morphismes s’identifient aux isomorphismes canoniques A,-1(;) ~
(S71A),.

1.17 On appelle schéma affine tout espace géométrique X pour lequel 'unité ny = (id//(X))b
de 'adjonction ¢°, Spec: Esg = An° (1.9) est un isomorphisme. Il est équivalent de dire qu’il
existe un isomorphisme d’espaces annelés f: X — Spec A pour un certain anneau A, car on
déduit alors des propriétés générales des adjonctions que nx est I'inverse de f~1 Spec(0(f)ea).
Comme la counité € est un isomorphisme, Spec et ¢° induisent des équivalences quasi-inverses
entre An° et la sous-catégorie pleine de Esg formée des schémas affines. Si T' est un schéma affine,
le théoréme 1.9 montre que la catégorie (Esg | T') des espaces géométriques au-dessus de T est
isomorphe a celle des espaces géométriques dont ’anneau des sections globales est muni d’une
structure de 0(T')-algebre, avec les morphismes évidents.

Un ouvert U d’un espace annelé X est appelé un ouvert affine de X si U, muni du faisceau
d’anneau Ox|U, est un schéma affine.

1.18 Soit M C ObEsg une collection d’espaces géométriques. On appelle variété de type I
tout espace géométrique admettant un recouvrement par des ouverts isomorphes & des éléments
de M. Lorsque l'on prend pour éléments de M les schémas affines, une variété de type 9 est
appelée un schéma. On note Sch la sous-catégorie pleine de Esg formée des schémas. Si T est un
espace géométrique, on note (Sch ] T') la sous-catégorie pleine correspondante de (Esgl T'), dont
les objets sont appelés T-schémas, ou, lorsque T = Spec A, A-schémas.

Si X est un schéma, les ouverts affines de X forment une base de la topologie de X car on
sait déja (1.10 et 1.16) que c’est le cas lorsque X est un schéma affine. On en déduit que si U
est une partie ouverte de X, U est aussi un schéma, et plus généralement que si X Y est une
immersion ouvertes d’espaces annelés et Y est un schéma, X est aussi un schéma.

1.19 Proposition. Soit X un schéma. L’application z > {?} est une bijection de ’ensemble
des points de X sur ’ensemble des parties fermées irréductibles de X .

Démonstration. On le montre dans un premier temps lorsque X = Spec A. Dans ce cas,
ladhérence de {z} dans X n’est autre que V(z), 'ensemble des idéaux premiers de A contenant
2 (1.14). On sait déja (1.10) que V est une bijection entre les idéaux a de A tels que a = t(a)
et les parties fermées de X. Il s’agit donc de montrer, sous 'hypothese a = t(a), que V(a)
est irréductible si et seulement si a est premier. Supposons V(a) irréductible. Si fg € a, alors
V(a) C V(f)UV(g), dou V(a) C V(f) ou V(a) C V(g). L’'un de f et g appartient donc &
t(a) = a, ce qui montre que a est premier. Réciproquement, supposons V' (a) réductible, c’est-
a-dire qu’il existe des idéaux b et ¢, égaux a leurs racines et contenant a strictement, tels que
V(a)=V(b)UV(c). Sionprend f €b—aet g€ c—a,onaV(fg) DV(a) et par conséquent
fg € a. Ceci montre que a n’est pas premier.

Passons maintenant au cas général. Soit Y une partie fermée irréductible de X. Il s’agit de
montrer que Y possede un unique point générique, c’est-a-dire un point x tel que Y = {?} Soit
U un ouvert affine tel que U N'Y soit non vide. Alors U N'Y est une partie fermée irréductible
de U, donc possede un unique point générique z dans U par ce qui précede. D’autre part, UNY
est dense dans Y car Y est irréductible, et par suite {z} =Y. L’unicité de z provient de ce que
deux points distincts d’un schéma n’ont pas le méme filtre de voisinages, comme on le vérifie
immeédiatement dans le cas d’un schéma affine. |
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En particulier, si X est un schéma irréductible, c’est-a-dire si ’espace topologique sous-jacent
a X est irréductible, alors X possede un unique point générique £. L’anneau local Ox ¢ s’appelle
I'anneau des fonctions sur X.

Corollaire. Soit A un anneau. L’espace topologique Spec A est irréductible si et seulement
si le nilradical de A est premier.

Démonstration. Puisque la bijection z — V(z) entre Spec A et I'ensemble des parties fermées
irréductibles de Spec A inverse les inclusions, les idéaux premiers minimaux de A correspondent
aux composantes irréductibles de Spec A. Donc Spec A est irréductible si et seulement si A
possede un unique idéal premier minimal, qui doit étre le nilradical de A. [l

1.20 Un schéma X est réduit si pour tout ouvert U de X, Ox(U) est un anneau réduit, c’est-
a-dire dont les éléments non nuls ne sont pas nilpotents. Il est integre si pour tout ouvert non
vide U de X, Ox(U) est un anneau integre.

Proposition. Un schéma est intégre si et seulement s’il est irréductible et réduit.

Démonstration. Puisqu’un anneau intégre est réduit, tout schéma integre est réduit. Si X est
un schéma réductible, alors X possede deux ouverts disjoints non vides U et V, et Ox (UUV) =
Ux (U) x Ox (V') par la théorie des faisceaux ; X étant un espace géométrique, les anneaux Ox (U)
et Ux (V) ne sont pas réduits & 0, donc X n’est pas integre. Il reste & montrer que si X est un
schéma réduit et irréductible, alors X est aussi integre. Soit U C X un ouvert non vide. Soient s
et t des sections de Ox au-dessus de U telles que st = 0. Alors 'ouvert U; N Uy est vide. Puisque
U est irréductible, on peut supopser que Uy est vide, c’est-a-dire que s(x) = 0 pour tout = € U.
Si V C U est un ouvert affine, 'ouvert Vi, = V N U; est vide et donc s|V est nilpotent (1.10).
Puisque X est réduit, s|V = 0. Comme U peut étre recouvert par des ouverts affines et comme
Ux est un faisceau, on obtient s = 0. Ceci montre que Ux (U) est un anneau integre. O

Soit X un schéma intégre et £ son point générique. Alors Ox ¢ est un corps. En effet, si U
est un ouvert affine non vide de X, £ est aussi un point générique de U et donc ny (€) est 1'idéal
(0) de Ox (U). L’anneau Ux ¢ s’identifie donc au corps des fractions Ox (U)o de Ox (U).

1.21 Un schéma affine X est dit noethérien si 0(X) est un anneau noethérien. On voit
immédiatement en utilisant la correspondance entre les fermés de X et les idéaux de 0(X) que
I’espace topologique sous-jacent & un schéma affine noethérien est noethérien. Si 9t désigne la
collection des schémas affines noethériens, une variété de type 9 (1.18) est appelée un schéma
localement noethérien; c’est bien sir un schéma, et son espace topologique sous-jacent est
localement noethérien.

Lemme. Soit A un anneau et ay, ..., a, des éléments de A tels que (a1,...,a,) = A. Alors
A est noethérien si et seulement si A, est noethérien pour tout i.

Démonstration. La nécessité est claire. Pour montrer ’assertion réciproque, on note dans un
premier temps que si a est un idéal de A, alors

a= ﬂ a; H((ei(a))), (3)

ol a;: A — A,, est le morphisme canonique. En effet, si a;(a) € (a;(a)) pour tout i, on peut
écrire a;(a) = b;/al pour un certain b; € a et pour un entier n > 0. On peut donc trouver
un entier m > 0 tel que a(a?a — b;) = 0 pour tout i. En particulier, a]**"a € a pour tout i.
Comme D(ay,...,a,) = D(a}™™,....,a"™™), on a (a}™™,...,a"*™) = A. Soient cy, ..., ¢, des
léments de A tels que 1 = > c;alt™. Alors a = Y ¢;a?"a € a. L’autre inclusion de (3) est
triviale.

Prenons maintenant une chaine croissante ap C a; C --- d’idéaux de A. Comme A,, est
noethérien, il existe un entier n; tel que (a;(ax)) = (a;(an,;)) pour tout & > n;. Sin est plus grand
que tous les n; et si k > n, on a en vertu de (3) ar = N *((vi(ax))) = Na; ((ilan))) = an,
ce qui montre que A est noethérien. O
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Proposition. Si X est un schéma localement noethérien et si U C X est un ouvert affine,
alors Ox (U) est un anneau noethérien.

Démonstration. Si X est un schéma affine noethérien, alors la topologie de X admet une base
formée d’ouverts affines qui sont des schémas affines noethériens, en vertu de la proposition 1.11.
On en déduit que c’est encore vrai si X est un schéma localement noethérien. Si U C X un
ouvert affine; on peut donc le recouvrir par des ouverts affines qui sont des schémas affines
noethériens. Puisque les ouverts spéciaux de U forment une base de la topologie de U, il existe
un recouvrement plus fin formé d’ouverts spéciaux de U, dont on peut extraire un recouvrement
fini (Us, )1<i<r car U est quasi-compact (1.10). Si U;, C V C U ou V est un schéma affine
noethérien, alors Ux (Us,) est isomorphe a Ox (V') v ; donc les Us, sont des schémas affines
noethériens. Sachant que (s1,...,s,) = Ox(U) (1.10) et que Ox(Us,) = Ox(U)s, (1.11), le
lemme montre que Ox (U) est noethérien. O

Un schéma est noethérien s’il est localement noethérien et quasi-compact ; dans ce cas X est
un espace topologique noethérien. La proposition ci-dessus et le fait que tout schéma affine est
quasi-compact (1.10) montrent que cette notion coincide avec celle déja vue pour les schémas
affines.

1.22 Proposition. Tout diagramme de recollement d: | — Sch (1.8) admet une limite inductive,
qui n’est autre que la limite inductive du diagramme dans Esa.

Démonstration. Soit X la limite inductive de d dans Esa. On sait que X est aussi limite inductive
de d dans Esg (1.7). Puisque Sch est une sous-catégorie pleine de Esg, il reste & voir que X est
un schéma. Mais ceci se déduit immédiatement du fait que le morphismes canoniques di — X
sont des immersions ouvertes (1.8) dont les images recouvrent X. O

Comme cas particulier de cette proposition, sachant que le schéma vide est un objet initial
aussi bien dans Esa que dans Sch, on obtient que la somme dans Sch d’une famille de schémas
existe et n’est autre que la somme de cette famille dans Esa.

1.23 Proposition. Soient C l'une des catégories Esa et Esg et

P . x

if

un carré cartésien dans C. Soient U, V et W des parties de X, Y et Z respectivement, vérifiant
fU)CW etg(V)CW, etsoitS=p 2 (U)Ng (V). Alors le carré induit

U
|
W

|

~e—

|

g

T

|

<+

|

u
est cartésien dans C.

Démonstration. Explicitons d’abord les morphismes formant le second carré. Si i: U — X,
V=Y k: Wi Zetl: S T sont les morphismes d’inclusion, r, s, t et u sont les uniques
morphismes vérifiant p|.S = ir, ¢|S = js, f|[U = kt et g|V = ku. Soient maintenant R un objet
deCetv: R— U, w: R — V des morphismes tels que tv = uw, et soit n: R — T le morphisme
de composantes iv et jw. Alors n(R) C S car pn(R) C U et gn(R) C V, et donc il existe un
morphisme m: R — S tel que n = Im. En outre, on a irm = (p|S)m = plm = pn = iv et donc
rm = v car ¢ est un monomorphisme. De méme, sm = w. Ce calcul montre aussi que si m’
vérifie rm’ = v et sm’ = w, alors plm’ = pn et ¢glm’ = gn, d’oit n = Im’ et finalement m = m’
car [ est un monomorphisme. [l
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1.24 Nous nous intéressons maintenant a ’existence des limites projectives.

Lemme. Soit C l'une des catégories Esa et Esg. Soient f: X — S et g: Y — S des mor-
phismes de C et (X;)i;er un recouvrement ouvert de X . Supposons pour chaque i Uexistence d’un
objet R; qui soit produit fibré dans C des morphismes f|X; et g. Alors le produit fibré de f et
de g existe dans C. De plus, c’est un schéma si les R; sont des schémas.

Démonstration. Notons X;; = X; N X, Xy = XiNX; N Xy, pit By — X et ¢i: By =Y les
projections canoniques, Rij = pi_l(Xij), Rijk = pi_l(Xijk)a Dij - Rij — Xij et Dijk - Rijk — Xijk
les morphismes induits par p;, ¢;;: Rij — Y et qiji: Rijrz — Y les morphismes induits par g;, et
finalement f;: X; — S et fi;: Xi; — S les morphismes induits par f. Par la proposition 1.23,
R;; est un produit fibré de X;; et Y au-dessus de S. Puisque X;; = Xj;, il existe des isomor-
phismes uniquement déterminés ¢;;: R;; = Rj; tels que g;ipi; = qij et pjipi; = pij. De méme,
Rk est un produit fibré de X et Y au-dessus de S, et donc il existe des isomorphismes uni-
quement déterminés @; i : Rijr = Rjki tels que qjrivijr = Qijk €t Pjki@ijr = Dijk- On en déduit
immédiatement que @;r; @ik = @irj. Comme @;; est un morphisme au-dessus de Xj;, il induit
un morphisme R;;; — Rjkr; qui satisfait nécessairement les mémes relations que ¢;;5, donc lui
est égal.

Toutes ces données définissent donc un diagramme de recollement d: | — C (1.8). Soit e: | —
C le diagramme de recollement formé par les ouvert X; et X;;, dont la limite inductive est X
(1.8), et soit ¢: e — S le cone formé par les f; et les fi;, dont la limite inductive est f. Par
construction, les morphismes p; et p;; forment un morphisme de diagrammes 7: d — e et les
morphismes g; et ¢;; forment un coéne x: d = Y. On prétend que le carré

d
Y

est cartésien dans la catégorie des diagrammes de domaine | & valeurs dans C (Y et .S étant bien
str des diagrammes constants). Par la proposition 1.8, il suffit de montrer qu’étant donné un
recouvrement ouvert (7;);c; d’un objet T' et des morphismes r: T — X et s: T — Y tels que
fr =gsetinduisant r;: T; — X;, 7y T35 = Xij, 8i: Ty = Y et 555: Ty = Y, ou Ty =T, N T,
les morphismes t;: T; — R; de composantes r; et s; et les morphismes ¢;;: T;; — R;; de
composantes 7;; et s;; forment un morphisme de diagramme. On vérifie comme ci-dessus que
les t;; sont induits par les t; et il reste & montrer que ;;t;; = t;;, ce qu’on vérifie sur chaque
composante : pjipijtij = pijtij = rij = Tji = Pjitji et qipijti; = qijti; = sij = Sji = Qjitji-
Soient R = h_r>nd, p= h_r>nﬂ' et q = h_r)n k. Vérifions qu’alors le carré
L X

est cartésien dans C. Soit T un objet de C et r: T — X, s: T — Y des morphismes tels que
fr = gs. Notons T; = r~1(X;), T;; = r~*(X;;), et soit ¢: | — Esg le diagramme de recollement
défini par les T; et les T3; dont la limite inductive est T". Alors r et s induisent des morphismes
p:c—eeto:c—Y tels que pp = go. Par suite, il existe un unique morphisme 7: ¢ — d tel
que 7T = pet kT = 0. Sit =lim 7, on a donc pt = r et gt = s. De plus, t est 'unique morphisme
satisfaisant ces relations, car tout morphisme t': T — R tel que pt’ = r et qt’ = s provient d’un
morphisme 7': ¢ — d tel que 77" = p et k7' = 0. Finalement, si les R; sont des schémas, alors
d est un diagramme de schémas, donc R est un schéma (1.22). O

™

—

CQ(—G ®

|

g

|

|

g

Proposition. La catégorie Sch admet des limites projectives finies. Ces limites coincident
avec celles prises dans Esg.
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Démonstration. Comme toutes les limites projectives finies s’obtiennent & partir de produits
fibrés, on peut se restreindre a montrer 'existence du produit fibré de deux morphismes de
schémas f: X — S et g: Y — S. Puisque Sch est une sous-catégorie pleine de Esg, il suffit de
montrer que ce produit fibré existe dans Esg et est un schéma. Si X = Spec A, Y = Spec B et
S = Spec C, l'adjonction du théoréme 1.9 montre que le schéma Z = Spec(A ®¢ B), avec les
morphismes Specii: Z — Spec A et Specis: Z — Spec B, est un produit fibré de f et g dans
Esg. Dans la suite tous les produits fibrés sont pris dans Esg.

Supposons maintenant que X et Y soient quelconques et que S soit affine. Soit (X;);es (resp.
(Y;j)jes) un recouvrement de X (resp. de Y) par des ouverts affines. Par ce qui précede et par
le lemme, le produit fibré X xg Y} existe pour tout j € J et est un schéma; par une nouvelle
application du lemme, le produit fibré X xg Y existe et est un schéma.

Finalement, prenons X, Y et S quelconques et soit (S5;);c; un recouvrement de S par des
ouverts affines. Notons X; = f~1(S;) et ¥; = g7 1(S;). Alors le produit fibré X; x g, Y; existe par
ce qui précede, et c’est un schéma. Soit Z un espace géométrique et s: Z — X; et t: Z — Y des
morphismes au-dessus de S. Alors t(Z) C Y; comme on le voit en contemplant le diagramme

1 |

\)Y;—)Sl

\ \f

Y— 8,

lequel nous permet aussi de conclure que X; xg, Y; est un produit fibré de X; et Y au-dessus
de S. Par une derniere application du lemme on obtient le produit fibré X xg Y, et c’est un
schéma. [l

1.25 Soit f: X — Y un morphisme de schémas. Le morphisme diagonal Af est défini par le
diagramme

On dit que f est quasi-compact si 'application continue sous-jacente a f est quasi-compacte,
c’est-a-dire si la préimage par f de tout ouvert quasi-compact de Y est quasi-compacte. Si 8 est
une base de la topologie de Y formée d’ouverts quasi-compacts, il revient au méme de dire que
la préimage de tout élément de B est quasi-compacte. Par exemple, tout morphisme de schémas
affines f: X — Y est quasi-compact car la préimage d’un ouvert spécial Y est I'ouvert spécial
Xo(5)(s)- On dit que f est quasi-séparé si le morphisme diagonal Ay est quasi-compact et séparé
si le morphisme diagonal A est une immersion fermée. On dit que f est concentré s’il est a la
fois quasi-compact et quasi-séparé. On dit aussi qu'un schéma X est quasi-séparé, concentré ou
séparé si 'unique morphisme X — SpecZ l'est.

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de Y et notons f;: f _1(Ui) — U; les morphismes induits
par f. Il est clair que pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que tous les f; le soient.
Notons p,q: X xy X — X les projections canoniques. Pour tout i, p~*(f~1(U;)) = ¢~ (f~1(U)))
est un produit fibré du diagramme f~1(U;) — U; < f~1(U;) (1.23), et il résulte de la preuve
de 1.23 que le morphisme Ay, : f~1(U;) = A7 (p~ ' (f7H(U))) = p~'(f 1 (Ui)) est induit par
Ay. Ainsi, Ay est quasi-compact ou une immersion fermée si et seulement si les Ay, le sont.
Autrement dit, pour que [ soit quasi-séparé, concentré ou séparé, il faut et il suffit que les f; le
soient.

Les assertions suivantes sont claires : toute immersion fermée est quasi-compacte ; le composé
de deux morphismes quasi-compacts est quasi-compact ; tout morphisme séparé est quasi-séparé;
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si X est un schéma dont I'espace sous-jacent est noethérien, alors tout morphisme de domaine
X est concentré. Puisque Ay est un isomorphisme si et seulement si f est un monomorphisme,
les monomorphismes de schémas sont séparés. En particulier, toute immersion est séparée.

1.26 Proposition. Soient S un schéma affine et f: X — S un morphisme de schémas quasi-
séparé. St U et V' sont des ouverts quasi-compacts de X, alors U NV est quasi-compact.

Démonstration. Notons d’abord que le produit fibré de deux schémas quasi-compacts X et Y
au-dessus d’un schéma affine S est quasi-compact. En effet, on peut recouvrir X et Y par des
ouverts affines U; et V; en nombre fini. Alors p=(U;) Ng~!(V;) est un produit fibré de U; et V;
au-dessus de S (1.23), donc est affine et en particulier quasi-compact. Donc X xgY est réunion
finie d’ouverts quasi-compacts.

Soient p,q: X x5 X — X les projections et W = p~1(U)Ng~(V); c’est un produit fibré de
U et V au-dessus de S (1.23) donc un ouvert quasi-compact par ce qui précéde. Mais A;l(W) =
UNV car pAy = gAy =id; Ay étant quasi-compact par hypothese, UNV est quasi-compact. [

1.27 Tout morphisme de schémas affines est séparé. En effet, si ¢: A — B est un morphisme
d’anneaux, le morphisme diagonal Agpec, n’est autre que le morphisme Spec(A,) ot Ay, : B®4
B — B est le morphisme induit par le cone B — B < B dont les fleches sont les identités. Ce
dernier étant surjectif, Agpec est une immersion fermée (1.15). En particulier, tout morphisme
de schémas affines est concentré.

1.28 Proposition. Pour tout morphisme de schémas f: X =Y, Ay est une immersion locale-
ment fermée.

Démonstration. Soient p,q: X Xy X — X les projections canoniques. La relation pA; = idx
implique que Ay est un homéomorphisme sur son image, et aussi que ﬁgﬁx: Ox sy x.A @) =
Ux 4 est surjectif pour tout x € X. En vertu du critére énoncé en 1.5, il reste & voir que Ay(X)
est localement fermé dans Y. Soit donc y = Ay(z) un point de Ay(X), et soient U et V des
voisinages ouverts affines de = et de f(z) tels que f(U) C V. Posons W = p=1(U) Nq~}(U);
c’est un voisinage de y. On prétend que Ay(X)NW = Af(U) est fermé dans W. Par la
proposition 1.23, W est un produit fibré de U avec U au-dessus de V', et le morphisme diagonal
U — W est induit par Ag|U. Or, U — W est un immersion fermée (1.27). En particulier, A (U)
est fermé dans W. O

Un morphisme de schéma f: X — Y est donc séparé si et seulement si Af(X) est fermé
dans X xy X.

82 Modules quasi-cohérents

2.1 Soit X un espace annelé. On appelle X -module tout faisceau de modules sur le faisceau
structural Oy, et X -prémodule tout préfaisceau de modules sur Oy . La catégorie abélienne des X -
modules (resp. des X-prémodules) est notée Modx (resp. Mody ). On rappelle dans ce paragraphe
et dans le suivant des propriétés élémentaires des faisceaux de modules supposées connues. On
note I'(X, ?) (resp. I'"(X, 7)) le foncteur additif des section globales Modx — Mody(x) (resp.
Mody — Mods(x)). I est évident que '~ (X, 7) commute a toutes les limites. Le foncteur I'( X, 7)
commute lui aux limites projectives : c’est en effet le cas du foncteur des sections globales de
faisceaux de groupes abéliens, car il est adjoint a droite au foncteur associant a un groupe abélien
A le faisceau simple de fibre A, et le foncteur oubli Modx — Abx crée toutes les limites.

Soit f: X — Y un morphisme d’espaces annelés. Si .# est un X-module (resp. un X-
prémodule), le préfaisceau image directe f.(.#) est un faisceau (resp. un préfaisceau) de modules
sur f.(Ox). On note f.(.#) le Y-module (resp. le Y-prémodule) obtenu par la restriction des sca-
laires ¢ : Oy — f.(Ux), que l'on appelle I'image directe de .# par f. Le foncteur f,: Modx —
Mody posséde un adjoint & gauche f*, appelé image réciproque, que ’on explicite comme suit.
Si A est un Y-module, le faisceau image réciproque f*(4") est muni d’une structure canonique
de f*(0y )-module, et on pose f*(A") = f*(N) @ (6,)Ox, Ox étant muni de la structure de fais-
ceau d’algebres sur f*(0y) provenant du morphisme f*(0y) — Ox adjoint & &y, et de méme pour
un morphisme de Y-modules. Si X’ est 'espace annelé d’espace topologique sous-jacent X et de
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faisceau structural f*(0y ), la bijection naturelle Aby (A, f.(4)) = Abx (f*(AN), A) de adjonc-
tion f*, f.: Aby = Abx se restreint en une bijection Mody (A", fi(A)) = Modx. (f*(AN), A"),
ou .#' désigne le X’-module obtenu par la restriction des scalaires ﬁf; en composant avec la
bijection Modx/(f*(A), A") = Modx (f*(A"), #) provenant de I’adjonction entre extension et
restriction des scalaires, on obtient la propriété d’adjonction citée.

Notons que le foncteur f* n’est pas exact en général. C’est toutefois le cas lorsque f est le
morphisme d’inclusion d’un sous-espace P »— X, auquel cas f* s’identifie au foncteur f*. On
note aussi ./ |P le P-module f*(.#), qui coincide bien siir avec la restriction usuelle lorsque P
est un ouvert. Le foncteur f. est évidemment additif et, par suite, le foncteur f* également.

2.2 Soit X un espace annelé. On appelle X -algébre tout faisceau d’algebres (associatives, com-
mutatives et uniferes) sur le faisceau structural Ox. Une X-algebre o est donc la donnée d’un
X-module, qu’on notera encore ./, d’une section globale e de . et d’un morphisme de X-
modules & ®gp, 4 — o définissant pour chaque ouvert U une structure de Oy (U)-algebre
sur &/ (U) d’unité e|U. De maniére équivalente, une X-algebre &/ est la donnée d’un faisceau
d’anneaux, encore noté ., et d’'un morphisme de faisceaux d’anneaux Ox — 2/, qu’on ap-
pellera le morphisme structural de #/. On note Algy la catégorie des X-algebres, qui est iso-
morphe & (Ux [ Anx). On notera aussi I'(X, ?): Algx — Algy x) le foncteur des sections globales
de X-algebres, qui est évidemment compatible au moyen des foncteurs oubli avec le foncteur
F(X,?): Modx — Modg(x).

Soient f: X — Y un morphisme d’espaces annelés. Si ./ est une X-algebre de morphisme
structural ¢, le Y-module f, (%) est une Y-algebre de morphisme structural f.(¢)0;. Si Z est une
Y-algebre, le X-module f*(Z%) est aussi muni d’une structure de X-algebre dont le morphisme
structural Ox — f*(#) ®y-(0y) Ox est défini par z = 1 ® z. On obtient de cette facon une
adjonction f*, f.: Algy = Algy compatible avec 'adjonction analogue pour les faisceaux de
modules.

2.3 Soient X un espace géométrique et .# un X-module. Pour tout € X, on note . (x) le
k(z)-module M, @, , K(x) = My/myM;. Si s est une section de .4 au-dessus d’un ouvert U
et si € U, on note s(x) I'image canonique de s dans .#(z), qu'on appelle la valeur de s en
z. L’ensemble Uy des points x € U ou s ne s’annule pas n’est pas un ouvert de U en général,
mais c’est le cas lorsque .# est localement libre de rang fini : en effet, on peut alors supposer
M =0%, et sis=(s1,...,8,) € O%(U) = Ox(U)", alors Us est réunion des ouverts Us,. Pour
se0x(U)ette M(U), on a la relation Usy = Us N Uy.

2.4 Théoréme. Soit X un schéma affine. Les foncteurs des sections globales T'(X,7): Modx —
Modg(xy et T'(X,7): Algy — Algs(xy possedent des adjoints a gauches. De plus, ces adjonctions
commutent auz foncteurs oubli et leurs unités sont des isomorphismes.

Démonstration. On peut bien str supposer X = Spec A, et on utilisera les notations de 1.9. On
ne formule la preuve que dans le cas des X-modules, mais elle reste valide dans le cas des X-
algebres. On commence par décrire le foncteur adjoint Modys(x) — Modx sur les objets. Etant
donné un #(X)-module M, que l'on peut voir comme un A-module grace & l'isomorphisme
€4, on détermine un préfaisceau de modules .# sur # en posant .4 (U) = S(U)"1M avec les
restrictions évidentes. En passant aux faisceaux associés, on obtient ainsi un X-module M. Soit
nar: M — M(X) le morphisme canonique.

Soit 4 un X-module et ¢: M — A (X) un morphisme de ¢(X)-modules. Notons A4/ le
préfaisceau de modules sur # obtenu de /" par la restriction des scalaires # — Ox. Si U est
un ouvert de X, le morphisme de A-modules

M —"— N (X) = N (U)

se factorise en un morphisme de (S(U)~'A)-modules .#(U) — A (U). Ces morphismes
définissent évidemment un morphisme de préfaisceaux de modules .# — A4, d’ott un mor-
phisme de X-modules @f: M — .

On obtiendra la propriété d’adjonction souhaitée si 'on montre que ¢ — ¢f et ¥ — Yxnu
sont des bijections réciproques entre Modg(x)(M, 4 (X)) et Modx (M, .A). Le fait que ¢ =
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(¢*)xnx découle de la commutativité des triangles dans le diagramme

M —>— M(X) —— N (X)

nm J %’n)x

M(X)

dont la premiere ligne est . L'égalité ¢ = (xnar ) découle du fait que ), étant un morphisme
de X-modules, fait commuter les diagrammes

M
J’ Yu

J/(U)—)M(U)—)

— s W(X) 2 (X))

N (U)

et que (Yxnar)? est I'unique tel morphisme. Finalement, le fait que 7 est un isomorphisme est
un cas particulier de la proposition 2.5 ci-dessous. O

Notons que le foncteur ?: Modgs(x) — Modx est additif en tant qu’adjoint d’un foncteur
additif. De plus, comme la localisation de modules et le passage au faisceau associé sont des
foncteurs exacts, il est également exact.

2.5 Proposition. Soit X un schéma affine, M un 0(X)-module (resp. une 0(X)-algébre) et
U un ouvert spécial de X. Les notations étant celles de 2.4, le morphisme canonique MU) —

M(U) est un isomorphisme.

Démonstration. Comme en 1.11, on se ramene tout de suite au lemme 1.12 dans le cas d’un
module. L’assertion pour les algebres en est un corollaire, en considérant les modules sous-
jacents. 0

2.6 Proposition. Soient f: X — Y un morphisme de schémas affines, M un 0(X)-module,
N un O(Y)-module, B une 0(X)-algébre et C une O(Y)-algébre. Il existe des isomorphismes
naturels

(o M)~ = fu(M) et (o(5B)~ = fu(B)

ainsi que des isomorphismes naturels
(O(X) @oevy N)™ = [(N) et (0(X) @oyy C) = f4(C)
tels que les premiers soient les images des seconds par les foncteurs oubli.

Démonstration. Soit p: (opHM)~ — f+(M) le morphisme adjoint au morphisme de &(Y)-
modules g(pynar: opyM — (M) (X) = g(f)]\;[(X); il est naturel car 1y Pest. Par construc-
tion, p est associé au morphisme de préfaisceaux qui sur un ouvert U de Y est l'isomor-
phisme S(U)" (o(/M) = 4, ,(S(f~H(U))M) et c’est donc un isomorphisme. Le morphisme
de Y-algebres adjoint & (s)np se transforme en le morphisme précédent pas le foncteur oubli
Algy — Modx, et c’est donc un isomorphisme par ce qui précede.

La deuxieme assertion résulte du fait que chacun des foncteurs N = (0(X) ®g(yy N)™ et
N = f*(N) est adjoint & gauche au foncteur .4 o) M (X) = (fet)(Y), et de méme pour
les algebres. O

2.7 Soit X un espace annelé. Un X-module ./ est dit quasi-cohérent si tout point x de X possede
un voisinage ouvert U tel que .4 |U soit le conoyau d’un morphisme de U-modules libres. On dit
qu’une X-algebre est quasi-cohérente si le X-module sous-jacent 1’est. On note Qcohyx la sous-
catégorie pleine de Modx formée des X-modules quasi-cohérents. Du fait que les foncteurs de la
forme f* commutent aux limites inductives on déduit immédiatement les assertions suivantes :
si AU est le conoyau d’un morphisme de U-module libre, alors .#|V est également le conoyau
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d’un morphisme de V-modules libres pour tout ouvert V C U ; toute somme de modules quasi-
cohérents est un module quasi-cohérent; si (U;);c; est un recouvrement de X par des ouverts,
alors un .4 est quasi-cohérent si et seulement si .#|U; est quasi-cohérent pour tout i € I.

Si f: X — Y est un morphisme d’espaces annelés et 4 est un Y-module quasi-cohérent, alors
fH(A) est un X-module quasi-cohérent. En effet, si z € X, il existe un voisinage V de f(x) et
des ensembles I et J tels que 4|V soit le conoyau d’un morphisme ﬁ‘(/l) — ﬁ‘(,‘]) ;iU = f~Y(V)
et g: U — V désigne le morphisme d’espaces annelés induit par f, alors f*(A)|U = g*(AN|V), et
comme g* commute aux limites inductives, g*(A4|V') est conoyau d’un morphisme ﬁ[(JI) — ﬁlg']).

2.8 Soit X un schéma affine. Dans ce paragraphe on notera & la counité de 1’adjonction
7,I‘(X,?): Mods(x) = Modx (2.4), qui est donnée par € 4 = (id‘/ﬁ/(X))n: M(X)~ — M. On
notera de méme e, = (idy(x))*: #(X)~ — o si o est une X-algébre. Remarquons que &4, est
un isomorphisme de X-algebres : si X = Spec A, il est associé & 'isomorphisme de préfaisceaux
Ut S(U) e oll £4 est la counité de I'adjonction de 1.9.

Lemme. Soit X un schéma affine et M un X -module. Si M est le conoyau d’un morphisme
de X -modules libres, alors €_4 est un isomorphisme.

Démonstration. Soit ﬁ)(g) — ﬁ)((‘]) un morphisme de X-module ayant .# pour conoyau. Puisque
€0, est un isomorphisme et que le foncteur ? commute aux limites inductives, ce morphisme
s’identifie & un morphisme (£(X))~ = (0(X)))~. Sachant que ? est pleinement fidele (car
Punité de l'adjonction du théoreme 2.4 est un isomorphisme), ce morphisme est de la forme
fi pour un certain morphisme p: (X)) — 0(X)(7). Soit M le conoyau de p. Utilisant une
nouvelle fois que ? commute aux limites inductive, M est conoyau de fi. Pour résumer, on a un
diagramme commutatif

oy s 0F) —— M 0

| [
O(X)ID)~ = (0(X)D)y” — N -0

dont les lignes sont exactes, ce qui montre 'existence d’un isomorphisme v: .4 = M. Par les
propriétés générales des adjonctions, € 4 est I'inverse de (u;(lnM)Nu. O

Théoréme. Soit X un schéma affine et M un X-module. Alors M est quasi-cohérent si et
seulement si € 4 est un isomorphisme. Lorsque c’est le cas, M est le conoyau d’un morphisme
de X -modules libres.

Démonstration. Supposons d’abord que € , est un isomorphisme, et montrons que .# est co-
noyau d’un morphisme de X-modules libres. Le (X )-module .#(X) est le conoyau d’un mor-
phisme 7(X)) — 0(X)). Appliquant le foncteur ? qui commute aux limites inductives, on
obtient que .#(X)™ est conoyau d’un morphisme (£(X)~)) — (0(X)~)). Notre assertion
découle donc du fait que €4, est un isomorphisme.

Réciproquement, supposons que .# soit quasi-cohérent. Pour montrer que € 4 est un isomor-
phisme, il suffit de montrer que € 4 ;7 est un isomorphisme pour tout ouvert spécial U de X, car
ces ouverts forment une base de la topologie de X . Fixons un tel ouvert U = X, ol s € J(X).
Soit d’autre part (V;);c; un recouvrement de X par des ouverts spéciaux suffisamment petits
pour que #|V; soit le conoyau d’un morphisme de V;-modules libres, pour tout ¢ € I (un tel
recouvrement existe par 2.7); on peut en outre prendre I fini car X est quasi-compact (1.10).
Posons V;; = V;NV;, U; = UNV; et Uy; = U;NU;. Puisque V; et V;; sont des ouverts spéciaux, ce
sont aussi des ouverts affines. Par 2.7, #|V;; est aussi conoyau d’un morphisme de V;;-modules
libres. On a alors un diagramme commutatif

0= .M (X)s — HJ/[(V;)SIVi 3H'/%(wj)5|%j

| |

0— M (U)— [[#(U) == [ #(Us)
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dont les fleches verticales sont induites par les morphismes de restriction et s’identifient, au
moyen des propositions 1.11 et 2.5, aux morphismes 5%[],']_[ Euvi,u; et HEﬁ\%j,Uij- Les dem?
lignes y sont exactes car . est un faisceau et la localisation par s est un foncteur exact (qui
commute en particulier aux produits finis). Par le lemme, les fleches € 4|v; v, et €. M\Vij,U;; Sont
des isomorphismes, donc € 4 ;7 est un isomorphisme.

Par définition d’une X-algebre quasi-cohérente, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire. Soit X un schéma affine et o/ une X-algébre. Alors o/ est quasi-cohérente si et
seulement si €,/ est un isomorphisme.

En particulier, si X est un schéma affine, les foncteurs ? et I'(X,?) induisent des équivalences
quasi-inverses entre la catégories des @ (X )-modules (resp. des 0 (X)-algebres) et celle des X-
modules quasi-cohérents (resp. des X-algebres quasi-cohérentes).

2.9 Proposition. Soit X un schéma. Le foncteur oubli Qcohxy — Modx crée les limites in-
ductives et les limites projectives finies. En particulier, Qcohy est une catégorie abélienne et le
foncteur Qcohx — Modx est exact.

Démonstration. Montrons d’abord que le foncteur Qcohy — Mody crée les noyaux et les co-
noyaux. Comme Qcoh x est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne Mody, il suffit de
montrer que le noyau et le conoyau dans Mody d’un morphisme de X-modules quasi-cohérents
sont encore quasi-cohérents. Soit p: .4 — A un tel morphisme, x un point de X et U un ouvert
affine de X contenant z. Par le théoréme 2.8, on a un diagramme commutatif

MUY —L N (U)™

E«ﬁUJV J{é‘.v/U

MU —— N |U
plU

pour un certain morphisme de Ox (U)-modules v: .4 (U) — A (U), o les fleches verticales sont
des isomorphismes. Sachant que le fonteur ? est exact, on en déduit des isomorphismes (ker v/)™~ =
ker(u|U) et (cokerv)™ =% coker(u|U). On a d’autre part des isomorphismes ker(u|U) 22 (ker u)|U
et coker(u|U) 2 (coker u)|U car le foncteur A4 +— M |U est exact. Par le théoréme 2.8, (ker u)|U
et (coker u)|U sont conoyaux de morphismes de U-modules libres. Par conséquent, ker p et
coker i1 sont quasi-cohérents. Les autres assertions de la proposition se déduisent formellement
de ceci, car on sait déja que le foncteur Qcohy — Modx crée les sommes quelconques (2.7) et
en particulier, comme Qcohy est abélienne par ce qui précede, les produits finis. O

2.10 Soient X un espace annelé et ¢ un X-module inversible, c’est-a-dire localement libre de
rang 1. Rappelons que pour n < 0 on note #®" le X-module 2" ott ¥ est le X-module
dual de Z, et on note ¥®Y = 0x. Pour tout X-module .# on pose

T (M) = @ (M @0, £5)(X).

nez

Pour 4 = Ox, T (¥, 0x) est muni d’une structure d’anneau gradué de la maniére suivante : si
s€ L9 (X) et t € £®"(X), alors st est 'image canonique de s ® t dans Z®(m+™)(X), et on
prend pour éléments homogenes de degré n les éléments de ¥®"(X). Si maintenant .# est un
X-module quelconque, T, (¥, A) est muni d’une structure de I'yx(¥, Ox)-module gradué de la
méme maniere. Si dans la formule ci-dessus on remplace .# par un morphisme de X-modules
1, on obtient une définition de I',(¥,pn) qui fait de T'.(¥,?) un foncteur additif Modyxy —

ngOdp* (Z,0x)-

2.11 Soient X un espace géométrique, ¥ un X-module inversible et .# un X-module. Si s est
un élément homogene de T'. (¥, Ox ), alors X est un ouvert de X (2.3). On a une fleche naturelle

en A
T (&, M) — T (L | X, MXs),
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somme des morphismes de restriction. Lorsque .# = Oy, cette fleche est un morphisme d’an-
neaux gradués; en général, c’est un morphisme de I', (¥, Ox )-modules. Comme I'image de s par
ce morphisme d’anneaux gradués est inversible, il se factorise a travers un unique morphisme
T.(¥,0x)s = Tu(¥|Xs,0x|Xs). De cette facon, ', (¥| X, #|X;) est muni d’une structure de
I.(¥, 0x)s-module, et la fleche ci-dessus se factorise donc & travers un unique morphisme

F*(ga ‘///)s — F*($|Xsa ‘///|XS)
qui est naturel en .#. On déduit facilement de 'unicité de ces factorisations que les carrés

T (L, M)y —— T (L| X, M|X,)

J J

L ZNU, MNU) s = T (L |Usjy, M |Usjvr)-
sont commutatifs. On obtient en particulier un morphisme naturel
F*(g,J/{)(S) —></%(Xs) (1)

en degré 0. Remarquons que si X est un schéma affine et ¥ = 0x, alors (1) s’identifie & la fleche
€.4.x,, counité de I'’adjonction définie en 2.4, comme on le voit en comparant leurs constructions

respectives et en tenant compte de l'isomorphisme évident I'x(Ox, A )5y = M (X )s; cest donc
un isomorphisme lorsque .4 est quasi-cohérent en vertu du théoreme 2.8.

2.12 Proposition. Soient X un schéma concentré au-dessus d’un schéma affine, & un X-
module inversible et M un X-module quasi-cohérent. Alors pour tout s € T (¥, 0x) homogeéne,
le morphisme canonique I'x(L, M) sy — M (Xs) est un isomorphisme de T'w(ZL, Ux)(s)-modules.

Démonstration. Comme on ’a remarqué en 2.11, cette proposition généralise une partie du
théoréme 2.8, qui traite le cas ot X est un schéma affine et ¥ = 0x. L’hypothese sur X nous
permet de se ramener a ce cas particulier. En effet, comme X est concentré au-dessus d’un
schéma affine, on peut le recouvrir par des ouverts affines U; en nombre fini tels que, d’une part,
Z|U; soit isomorphe & Ox |U; et, d’autre part, U; N U; soit recouvert par des ouverts affines U,y
en nombre fini (1.26). Par 2.11, on a alors un diagramme commutatif

0= Tu(ZL, M) ) = [[T(ZLNUs, MU vy = [ [T (LN Ui, M Uijie) 510

J J

00— M(X,) —— [[#(XnU) —= [ #4(X. " Ux)

ijk)

dont la deuxieéme ligne est exacte car .# est un faisceau. Le théoréme 2.8 affirme que les deux
dernieres fleches verticales sont des isomorphismes; il suffit donc de montrer que la premiere
ligne est aussi exacte. Comme les produits qui y résident sont finis et la localisation est un
foncteur exact, elle s’obtient de la suite de I',(#, Ox)-modules gradués

0T, M) = [ [T LU, MU S T[T (L Ui, M| Uii)

par localisation, et cette derniere est exacte en chaque degré car .4 ®4, £ ®" est un faiscean. O

2.13 Proposition. Soient f: X — Y un morphisme de schémas et M un X-module quasi-
cohérent. Si [ est concentré, alors fo. M est un Y -module quasi-cohérent.

Démonstration. En considérant les morphismes concentrés fi: f~1(U) — U induits par f pour
U C Y un ouvert affine, et en notant que (fu)«(A|f~1(U)) = (f«.4)|U, il suffit de montrer la
proposition lorsque Y est un schéma affine. Alors X est quasi-compact. Par la proposition 1.26,
on peut le recouvrir par une famille finie d’ouverts affines U; telle que chaque intersection U; NU;



12.14 MODULES QUASI-COHERENTS 21

soit réunion d’un nombre fini d’ouverts affines U,j;. Comme .# est un faisceau, c’est le noyau
de la double fleche

[T Go)s(t[U) = T [ G ) (A \Usi)

ol iy: U »» X désigne le morphisme d’inclusion. Puique f. est exact a gauche, f..# est le
noyau de la double fleche

[0 \03) = TT 1T (A | Ui)

dont les extrémités sont des X-modules quasi-cohérents en vertu des propositions 2.6 et 2.9.
C’est donc un X-module quasi-cohérent par la proposition 2.9. |

2.14 Un morphisme de schémas f: X — Y est affine s’il existe un recouvrement de Y par des
ouverts affines U; tel que f~1(U;) soit un ouvert affine de X pour tout i. Un morphisme entre
schémas affines est évidemment affine.

Proposition. Un morphisme de schémas f: X — Y est affine si et seulement si pour tout
ouvert U de Y, le morphisme induit f~1(U) — U est affine. Tout morphisme affine est séparé
et quasi-compact.

Démonstration. La suffisance est triviale. Supposons f affine. Il existe donc un recouvrement
(U;)ier de Y par des ouverts affines tel que f~1(U;) soit affine. Il suffit alors de montrer que les
morphismes f~1(U NU;) — U NU; sont affines. Mais si (V;) e est un recouvrement de U N U;
par des ouverts spéciaux de U, alors f~1(V;) est un ouvert spécial de f~1(U;), donc est affine.
Comme chacun des morphismes f~1(U;) — U; induits par f est séparé et quasi-compact (1.25
et 1.27), f est séparé et quasi-compact. O

2.15 Proposition. Si f: X — Y est une immersion fermée de schémas et si Y est un schéma
affine, alors X est un schéma affine. Toute immersion fermée de schémas est affine.

Démonstration. 11 suffit de montrer la premiere assertion. Supposons que Y = Spec A. Par 1.25,
f est un morphisme concentré, donc le Y-module f.(0x) est quasi-cohérent par la proposi-
tion 2.13. Le noyau de & est donc un Y-idéal quasi-cohérent (2.9). En vertu de 1’équivalence du
théoreme 2.8, ker Jy est de la forme a pour un certain idéal a de A. Mais si ¢: A — A/a désigne
le morphisme canonique, on sait que Spec ¢ est une immersion fermée (1.15), et le noyau de
Ospec €st aussi a, comme on le voit immédiatement de 1.13 et de la construction de a en 2.4 en
utilisant le fait que la localisation est un foncteur exact. Par le résultat général démontré en 1.6,
f est Spec ¢ sont isomorphes dans (Sch | Y). En particulier, X est affine. O

2.16 Théoréme. Soit S un schéma. L’application faisant correspondre a un morphisme de
schémas f: X — S la S-algebre f.(Ox) induit une antiéquivalence entre la sous-catégorie pleine
de (SchlS) formée des morphismes affines et celle des S-algébres quasi-cohérentes. De plus, les
quotients de Us correspondent exactement aux immersions fermées.

Démonstration. 1l est clair que 'application en question est fonctorielle : & un morphisme de

schémas
X,y
f\/ \/9
S

au-dessus de S on associe le morphisme de S-algebres ¢.(0): 9.(Oy) — f«(Ox). De plus, 'image
par ce foncteur d’un morphisme concentré, par exemple un morphisme affine (2.14), est une
algeébre quasi-cohérente en vertu de la proposition 2.13. On sait aussi (1.6) que I'image d’une
immersion fermée est un quotient de 5. Commencons par montrer que la restriction de ce fonc-
teur aux morphismes affines est pleinement fidele. Plus généralement, on va montrer ’assertion
suivante : étant donnés un morphisme quelconque f: X — S, un morphisme affine g: ¥ — S et
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un morphisme de S-algebres a: ¢.(0y) — f«(0x), il existe un unique morphisme de S-schémas
h: X =Y tel que g.(0)) = a.

Supposons dans un premier temps que S et Y sont des schémas affines. Comme g est affine,
g«(Oy) est une S-algebre quasi-cohérente; si A désigne la 0(S)-algebre 0(Y), alors g.(0y) est
isomorphe & A par le corollaire 2.8. En vertu des théorémes 1.9 et 2.4, on a alors une suite
d’isomorphismes

Algs(g+(Oy), f«(Ox)) = Algg(s)(A, 0(X)) = (Sch | §)(X,Y),

ce qui prouve I'assertion dans ce cas. En général, soit (U;);c; un recouvrement de S par des
ouverts affines tel que g~1(U;) soit un ouvert affine de Y, pour tout i. Soient «;: g.(0y)|U; —
f+(O0x)|U; 1a restriction de o & U; et g; le morphisme g—!(U;) — U; induit par g. Par la propo-
sition 2.14, g; est un morphisme affine. Par le cas particulier, il existe un unique morphisme de
schémas h;: f~1(U;) — g~ 1(U;) tel que (i)« (Oh,) = (a;)u,. Fixons deux indices i et j et soit V C
U;NU; un ouvert affine tel que g~ (V) soit affine. Les morphismes h; v, hjv: f1(V) — g~ (V)
induits par h; et h; sont tels que (gv)«(Oh, ) = @ij = (gv)«(Ch,, ), ot gv: g7 (V) = V
est le morphisme induit par g qui est affine par la proposition 2.14. Par le cas particulier,
hiv = hjv. Comme le morphisme ¢~'(U; N U;) — U; N U; induit par g est affine, les ou-
verts affines V' C U; N U; pour lesquels g=1(V) est affine recouvrent U; N U ; il s’ensuit que les
morphismes f~1(U; NU;) — ¢~ (U; N Uj) induits par h; et par h; coincident, et donc que les
morphismes h; proviennent d’un unique morphisme h: X — Y. De plus, ¢.(0,) et a ont méme
restriction sur chaque U;, donc sont identiques.

On exhibe maintenant le foncteur quasi-inverse. Soit ./ une S-algébre quasi-cohérente de
morphisme structural ¢: Ox — /. Pour tout ouvert affine U de S, soit Xy le spectre premier
de /(U). On note fy: Xy — U la composition 7' (Spec o) et iy l'inclusion U = S. Si
V C S est un deuxieme ouvert affine, soient Xyy = f[jl(U NV)et fuy: Xuy = UNV le
morphisme induit par fy. Par la proposition 2.6, on a un isomorphisme canonique de U-algebres
(fu)«(Ox,) = (U)™, et puisque .o/ |U est quasi-cohérente, le morphisme ¢ i : & (U)~ — A |U
est un isomorphisme; on obtient donc un isomorphisme de U-algebres By : (fu)«(Ox,) = H|U,
d’ou par restriction un isomorphisme

Buv: (fuv)«(Oxyy) = (fu)«(Ox,)IUNV = LZUNV.

Posons ayy = ByvBve: (fvr)«(Oxvy) = (fuv)«(Oxyy ). Comme Xy est affine au-dessus
de UNV (2.14), il existe par ce qui précede un unique morphisme de schémas hyy: Xyy =
Xvyy au-dessus de U NV tel que apy = (fvuv)«(Ghy, ). Montrons que ces données forment
un diagramme de recollement (1.8) avec lequel les iy fy: Xy — S sont compatibles. Soit W
un troisieme ouvert affine de S. Comme hyy est un morphisme au-dessus de U NV, il induit
un morphisme hyyw: Xpy N Xow — Xve N Xyw. Si fuvw: Xov N Xpw = UNVNW
désigne le morphisme induit par fr, alors (fuvw)«(Ohyyw ) nest autre que apyw = apy|U N
V N W qui est un isomorphisme, donc Ayyw est un isomorphisme. Pour vérifier la relation
hvwuvhuvw = huwyv, il suffit de montrer la relation ayywaywy = aywy ; mais si ’'on note
Buvw: (fuvw)«(Oxyvnxow) = L|UNV AW larestriction de Syy 8 UNVNW, on a ayyw =
ﬁ(}‘l,w Bvwu, d’ou la formule. Finalement, les iy fy sont compatibles avec ce diagramme car les
hyvy sont, par définition, des morphismes au-dessus de U N'V.

Soit X la limite inductive de ce diagramme et f: X — S le morphisme induit par les iy fis,
noté aussi Spec /. Comme X est recouvert par les images des immersions ouvertes ky: Xy — X
(1.8), il est clair que f est un morphisme affine. De plus, si . est un quotient de Js, alors tout
point z € S admet un voisinage ouvert affine U tel que fy soit une immersion fermée (1.15),
donc f est une immersion fermée. Si U est un ouvert affine de S, alors By (f«(Ck, )|U) est un
isomorphisme de U-algebres f.(Ox)|U = «|U. Or, la composition (f«(Tk, )|UNV)(f« (O, )|UN
V)~ n'est autre que (fyu)«(Ohyy) = auv, donc on a les relations Byy (f(Ok, )[U NV) =
Bvu (f«(Oe,)|U NV) qui montrent que les By (f«(Ok, )|U) sont restrictions d’un isomorphisme
B [«(Ox) = o/. On déduit alors de la théorie des catégories qu’il existe un unique foncteur
Spec de la catégorie des S-algebres quasi-cohérentes a valeurs dans celle des S-schémas affines
pour lequel 8 est une transformation naturelle, et de plus que c’est le foncteur quasi-inverse
cherché. |
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On déduit immédiatement de ce théoreme que la composition de deux morphismes affines est
un morphisme affine. Par exemple, comme les immersions ouvertes sont clairement affines, toute
immersion de schémas est affine. On en déduit aussi que si Y est un schéma affineet f: X - Y
est un morphisme de schémas, pour que f soit affine, il faut (et il suffit) que X soit affine : on
a en effet X = Spec(f«(0x)(Y)) par construction de Spec #.

On conclut cette section par des applications de ces résultats a 1’étude des morphismes
séparés.

2.17 Proposition. Soient Y un schéma affine, f: X — Y un morphisme de schémas et (U;)icr
un recouvrement de X par des ouverts affines. Alors f est séparé si et seulement si, pour tous
ietj, UnNU; est un ouvert affine et l'anneau Ox(U; NU;) est engendré par les images des
anneauz Ox (U;) et Ox (U;).

Démonstration. Soient p,q: X xy X — X les projections. Soit W;; = p=1(U;) N ¢~ *(U;); c’est
un produit fibré de U; et U; au-dessus de Y (1.23) et A;l(Wij) = U; NU;. Donc Ay est une
immersion fermée si et seulement si les morphismes f;;: U; N U; — W;; induits par Ay le sont.
Puisque Y est affine, les W;; sont des schémas affines. Si f;; est une immersion fermée, on obtient
du théoreéme 2.15 que U; N U; est un schéma affine.

Il reste a montrer, sous I’hypotheése que U; N U; est affine, que la deuxiéme condition de
I’énoncé est équivalente au fait que f;; soit une immersion fermée. Par la preuve de 1.23, f;; est
le morphisme dont les composantes sont les morphismes d’inclusion U;NU; »— U; et U;NU; +— U;.
Tous ces schémas étant affines, 7 (f;;) s’identifie au morphisme Ox (U;) @4y Ox (U;) — Ox (Ui N
U;) induit par les restrictions. Dire que Ox (U; N U;) est engendré par les images de Ox (U;) et
Ux (U;) revient a dire que ce morphisme est surjectif, ce qui par la proposition 1.15 est équivalent
a dire que f;; est une immersion fermée. [l

2.18 Proposition. Soient S un schéma et f1: X1 — Y1, fo: Xo — Y5 des morphismes de
schémas au-dessus de S. Si f1 et fa sont des immersions ouvertes (resp. fermées; localement
fermées), alors f1 Xg fa est une immersion du méme type.

Démonstration. Ecrivons fi=g1hi et fo = gohooulesg;: X{ — Y, sont des immersions ouvertes
et les h;: X; — X! des immersions fermées. On a alors f1 Xg fa = (g1 X5 ¢2)(h1 Xg hg). On sait
déja que g1 X g g2 est une immersion ouverte (1.23). Il reste donc & montrer que h = hy X g ha est
une immersion fermée. Supposons dans un premier temps que S, X et X} soient des schémas
affines. Dans ce cas, X7 et Xo sont aussi des schémas affines par le théoreme 2.15. Si S = Spec C,
h1 = Specay et ha = Spec ag, alors hy X g ha = Spec(a; ®¢ az). Par la proposition 1.15, ay et
«g sont surjectifs, donc aussi a; ®¢ aw ; par cette méme proposition, h1 X g ho est une immersion
fermée.

Supposons maintenant que S, X; et X} soient quelconques. Pour montrer que h est une
immersion fermée, il suffit de montrer que pour tout point z de X| x ¢ X} il existe un voisinage
ouvert U de z tel que le morphisme h=1(U) — U induit par h soit une immersion fermée (1.5).
Soit W un voisinage affine de I'image de = dans S, U; et Us des voisinages affines des images de
x dans X7 et X}, respectivement. On prend pour U l'intersection des préimages respectives de
W, Uy et Usy. Soient k;: h; 1(Ui) — U; le morphisme induit par h; ; c’est une immersion fermée.
Par la proposition 1.23, U est produit fibré fibré de Uy et Us au-dessus de W et le morphisme
h=1(U) — U induit par h n’est autre que k1 Xy ko, qui est une immersion fermée par la premiere
partie de la preuve. [l

83 Spectres premiers homogenes

3.1 Les anneaux et modules gradués que nous considérerons seront toujours Z-gradués. En outre,
a moins d’une évidence contraire, tous les anneaux gradués seront nuls en degrés < 0. Si S est
un anneau gradué, la catégorie abélienne des S-modules gradués, avec les morphismes de degré
0, est notée grModg.

Soient S un anneau gradué et M un S-module gradué. Pour tout entier n, on note M{n}
le S-module gradué @,., M,4+i dont la graduation est définie par M{n}, = My si k >
0 et M{n}r = 0 si k < 0. Tout morphisme pu: M — N de S-modules gradués induit des
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morphismes p{n}: M{n} — N{n}. Si M et N sont deux S-modules gradués, on introduit une
relation d’équivalence sur ’ensemble de toutes les fleches u{n}, ot u: M — N et n € Z, en
identifiant deux morphismes u{p} et v{q} s’il existe un entier n tel que pr = i pour tout
k > n. 1l est clair que ces identifications sont compatibles avec les compositions et les sommes
de morphismes, et donc qu’on obtient une catégorie additive grModg dont les objets sont les
S-modules gradués et dont les morphismes sont les classes d’équivalence de morphismes de la
forme p{n} pour la relation qu’on vient de décrire. On dit d’'un morphisme de grModgs que c’est
un quasi-monomorphisme (resp. quasi-épimorphisme ; quasi-isomorphisme) s’il est équivalent &
un monomorphisme (resp. un épimorphisme ; un isomorphisme).

3.2 Soit S un anneau gradué. Nous allons lui associer un espace géométrique Proj .S, dit spectre
premier homogéne de S. On note Sy 'idéal gradué de A formé des éléments de degrés stricte-
ment positifs. Les éléments de Proj S sont par définition les idéaux premiers gradués de S ne
contenant pas S;. Si F est une partie de S, on note V; (E) 'ensemble des éléments de Proj S
contenant F, soit V(E)NProj S. Les parties fermées de Proj.S sont alors exactement les parties
de la forme Vi (F); en d’autres termes, la topologie de ProjS est induite par celle de Spec S.
Si U est un ouvert de Proj.S, on note Sy (U) l'ensemble des éléments homogenes de S n’ap-
partenant & aucun élément de U. On définit un préfaisceau d’anneaux # sur Proj.S en posant
F(U) = (S+(U)719)0 et en prenant pour morphismes de restriction les morphismes canoniques
(S+(U)719)0 — (S+(V)71S)o. Le faisceau Opyojs est le faisceau associé au préfaisceau # . La
fibre de ce faisceau en un point x s’identifie a 'anneau local S,y = (Sz)o, et donc Proj S ainsi
défini est un espace géométrique.

3.3 Soit S un anneau gradué. On note D4 (FE) le complémentaire de V. (F) dans ProjS. On a
pour V; des propriétés tout a fait analogues a celles de V' (1.10). Il est clair que si E est une
partie de S engendrant 1'idéal gradué a (on entend par 14 que a est engendré par les composantes
homogenes des éléments de E), alors Vi (E) = Vi (a). On vérifie aisément que pour a et b des
idéaux gradués de S, Vi(a) C Vi (b) si et seulement si t(a) N St D t(b) N S;i. On déduit
de ceci que si f € S; est homogene, alors le morphisme canonique Sy — Si (D4 (f))1S est
inversible; en effet, un élément g € S (D4 (f)) est exactement un élément homogene de S tel
que Vi (g) C V4(f), et un tel g est déja inversible dans Sy car il divise une puissance de f. Sur les
ouverts de la forme D (f), le préfaisceau .# de 3.2 s’identifie donc au préfaisceau Dy (f) > S(y).

Soit a un idéal gradué de S. Si z est un point de Proj S contenant a NS, alors = contient a.
En effet, il existe par définition un élément f € S, homogene n’appartenant pas a z, et sig € a
ona fgeansSy C x,donc g € x car x est premier. En combinant cette observation avec la
relation Vi (U, Ex) = i V4 (Ek), on obtient que tout fermé de Proj S est intersection de fermés
de la forme Vi (f) pour f € S; homogene. Ainsi, les ouverts Dy (f), pour f € S, homogene,
forment une base de la topologie de ProjS.

Soit E une partie de S, formée d’éléments homogenes. Pour que Proj S = D (E), il faut et
il suffit que F engendre Sy en tant que S-module (ou, ce qui revient au méme, que E engendre S
en tant que Ap-algebre). Lorsque cette derniere condition est vérifiée, on a Proj S = D (F) car
tout idéal gradué de S contenant E doit alors contenir Sy . Réciproquement, si Proj S = D, (FE),
aucun sous-S-module strict de S ne contient E, donc E engendre 'idéal S, .

3.4 Proposition. Soit A un anneau gradué. Pour tout f € Sy homogene, il existe un isomor-
phisme y: Dy (f) = SpecS(y) faisant commuter les carrés

P
D+ (f) —f) Spec S(f)

I

D4(f9g) ng* Spec S(zg)-

En particulier, Proj S est un schéma.

Démonstration. Soit d > 1 le degré de f. Si x est un point de D (f), on pose () = (¢r(x))N
S(py o pf: S — Sy est le morphisme canonique; c’est 'idéal premier de S(f) dont les éléments
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sont exactement les a?/f™ pour a € S, Np et n > 0. Vérifions que ¥y est un homéomorphisme.
Pour p € Do (f) et a € S,, on a a € p si et seulement si a?/f™ € 1;(p) car p est premier. Ainsi,
thy est injective. Soit g un point de Spec S(y). Pour tout n > 0, posons

pn={ac A, |a?/f"cq} et p:@pn.

n>0

On vérifie aussitot que p € D4 (f) et que ¥¢(p) = q. Donc 9y est également surjective. Puisque,
pour a € Sy, et n >0, a € p si et seulement si a?/f™ € ¥ (p), on a 'égalité

YD’/ ") = Di(a) N D4 (f) = D4 (af). (1)

Or, les membres de droite de ces égalités forment une base de la topologie de Dy (f) par 3.3.
On sait d’autre part (1.10) que les D(a?/f") forment une base de la topologie de Spec S(s). On
déduit alors de (1) que ¥y est un homéomorphisme. Vérifions la commutativité des carrés de
I’énoncé. Si <p§: S¢ — Syg est le morphisme canonique, un élément p € D1 (fg) est envoyé d’une
part sur (p5(p)) NSy et d’autre part sur (of )~ ((¢74(p))) N S(y) ; ces deux éléments coincident
car Q@fg = gaz;cpf.

Soient Z# et ¥ les préfaisceaux d’anneaux sur Proj S et Spec S(f), respectivement, utilisés dans
les définitions de ces espaces géométriques. Sur les bases topologiques mises en correspondance
par (1), les préfaisceaux # et 4 s’identifient respectivement aux préfaisceaux Dy (af) = S(qp)
et D(a?/f") = (S(s))ads¢n (@ € Sn, n > 0). Les isomorphismes canoniques (S(s))qa/n <> S(af)
font commuter les carrés

Stasy ¢ (S(n)as/sn

L

Stavgy < (S(f)) (abya/ pm+n

pour b € Sp,. On en déduit d'une part qu'ils définissent un isomorphisme Oy : Ospecs,, —
(Op , et d’autre part que le carré de ’énoncé commute au niveau des faisceaux.
f +(f)

Corollaire. Soit S un anneau gradué et f € Sy un élément homogéne. Les notations étant
celles de 3.2, le morphisme canonique # (D1 (f)) = Oprojs(D+(f)) est un isomorphisme.

Démonstration. Notons B la base des ouverts de la forme D, (f), f € S+ homogene. Si B
désigne la base des Dy (fg), g € St homogene, alors B est la restriction de B & D, (f), car
si Di(g9) € D4(f), alors Dy(g9) = D+(fg). La proposition 1.11 et la proposition ci-dessus
montrent que # est un faisceau sur chaque B, donc aussi sur B. O

3.5 Proposition. Pour tout anneau gradué S, Proj S est un schéma séparé.

Démonstration. On applique le critére 2.17 au recouvrement de ProjS par les ouverts Dy (f),
f € S+ homogene. La premiere condition est vérifiée car Dy (f)N D4 (g) = D+ (fg) est affine. La
deuxieme condition signifie que S(;,4) est engendré par les images canoniques de Sy et de S(,).
Si f € Sqetge Se, vul'isomorphisme canonique ¢: (S(5))ge/re = S(rg), S(sq) st engendré par

Iimage de S(y) et ©(1/(g%/f%)) = f47¢/(fg)? qui est Pimage de f¢/g? € S(,). O

3.6 Proposition. Soit p: S — T un morphisme d’anneauzr gradués. Il existe un unique mor-
phisme de schémas Projy: Di(¢(S+)) — ProjS tel que pour tout f € Si homogéne, si
wr: Sy = Tip(y)) désigne le morphisme induit par ¢ et iy: Dy(f) > ProjS le morphisme

d’inclusion, Projp|Dy(p(f)) = ifz/JjTl(Spec Cr)IVs(5)-

Démonstration. Puisque les Dy (o(f)) recouvrent Dy (o(S4)), unicité est claire. Pour p un
point de D (¢(S4+)), on pose (Proj¢)(p) = ¢~ 1(p). C’est bien un élément de ProjS car p ne
contient pas ¢(S4). Si U est un ouvert de ProjS, on a alors ¢(S,(U)) C Si((Projy)~t(U)).
On prend pour Opyoj, le morphisme associé au morphisme de préfaisceaux défini par les
fleches (S4+(U)71S)g — (S4+((Proje)~(U))T)o induites par ¢. Les morphismes induits sur



26 SCHEMAS 13.7

les fibres s’identifient aux morphismes canoniques locaux A, -1(p)) — Ty Soit f € 54
homogene. Il est clair par la définition que (Proj) ' (Dy(f)) = Di(¢(f)), et donc que
Proj|Dy(p(f)) induit un morphisme Dy (p(f)) — D4 (f). Vérifions que ce morphisme n’est
autre que isz;l(Spec 0 )o(s)- Si f est de degré d et siq € Dy (o(f)), alors

W7 (Spec pp)u(s)(a) = U5 (Spec o) ({b/@(f)" | b € TN et n > 0})
=¥ ({a/f" [a € Spne™H(a) et n > 0}) = ¢~ (a),

ce qui montre que les applications continues sous-jacentes coincident. D’autre part, pour tout
a € A,, on a un diagramme commutatif

(S(5))atyfn —— S(ap)

J |

(Tior)p@ /o™ — Tigtas)

ot les fleches horizontales s’identifient aux isomorphismes &y, et &y, ., sur les ouverts D (af) et
D, (p(af)) et ol les fleches verticales s’identifient & Uspecy, €t & Oproj, sur ces ouverts. Puisque
les Dy (af) forment une base de la topologie de D, (f), cela prouve notre assetion. O

Sit: T — U est un autre morphisme d’anneaux gradués et si f: Dy (¥o(Sy+)) = Dy (p(S4))
désigne le morphisme induit par Proj, alors on déduit de cette propoisition que Proj(vp) =

(Projep)f.

3.7 Soient S un anneau gradué, M un S-module gradué et ¥ le préfaisceau d’anneaux de 3.2.
On définit sur X = ProjS un Z-module .# en posant .4 (U) = (S4+(U)"1M)q avec les res-
trictions canoniques. Le X-module associé & .# est noté M. L’application M > M est visi-
blement fonctorielle : pour un morphisme de A-modules gradués pu: M — N, le morphisme de
X-modules fi: M — N est associé au morphisme de préfaisceaux défini sur un ouvert U par

(S (U) tu)o: (S(U)"IM)g — (S (U)"1N)o. De plus, ?: grlMods — Mody est un foncteur

additif. Notons que S n’est autre que le X-module Ox.

Proposition. Soient S un anneau gradué, M un S-module gradué et f € Sy un élément
homogene. Alors (1)« (M|Dy(f)) est naturellement isomorphe a (Ms))~. En particulier, M
est quasi-cohérent.

Démonstration. Soit d le degré de f. Rappelons que I'on a une correspondance 1/1]71 (D(a?/f™)) =
D, (af) entre bases topologiques de Spec S(y) et D, (f) (3.4 (1)). La proposition découle alors
du fait que les isomorphismes naturels M, sy = (M(y))qd/p» commutent aux morphismes de
restriction et induisent par passage aux faisceaux associés I'isomorphisme cherché. O

Corollaire. Soient S un anneau gradué et X = ProjS. Le foncteur 7: grModg — Modx est
exact.

Démonstration. En effet, il suffit de vérifier 'exactitude apres composition avec chacun des
foncteurs M + M. Mais si © € Dy (f), cette composition est isomorphe au foncteur M
((M(f))™ )2 par la proposition, et ce foncteur est exact par 2.4 et le fait que la localisation et le
passage aux fibres sont des foncteurs exacts. |

3.8 Soient S un anneau gradué et X = ProjS. Le foncteur 7 grMods — Modx induit un
foncteur grtMods — Modx. En effet, si u est un élément de grModg(M, N) qui est nul dans
grMods (M, N), alors pour tout f € Sy homogene, le morphisme My — Ny induit par p
est nul, donc i = 0. Par le corollaire 3.7, il s’ensuit que pour que f soit un monomorphisme
(resp. un épimorphisme ; un isomorphisme), il suffit que g soit un quasi-monomorphisme (resp.
un quasi-épimorphisme; un quasi-isomorphisme).

3.9 Soient S un anneau gradué, M et N des S-modules gradués et X = ProjS. Si f € Sy est
homogene, on a un morphisme naturel de S(s)-modules A\y: M5 ®s,) Ny — (M ®s N)y)
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défini par A\ ((z/f™) @ (y/f")) = (x®y)/f™F™; ¢’est un isomorphisme si f est de degré 1 (voir
par exemple EGA II, proposition 2.5.13).

Ces morphismes Ay définissent un morphisme de préfaisceaux de modules sur Jx sur la base
des ouverts D4 (f), f € S+ homogene, d’olt un morphisme naturel de X-modules

A M®g, N = (M®sN)™

Si S est engendré par S; en tant que Sp-algebre, comme X est recouvert par les ouverts D (f)
(3.3), f de degré 1, A est un isomorphisme. Le morphisme X est associatif, c’est-a-dire fait
commuter le diagramme

M@ﬁxNQ@ﬁXP—)M@gX (N(X)SP)N

J |

(M ®s N)~ ®py p—)(M ®s N ®s P)~,

car les morphismes Ay font commuter les diagrammes analogues.

3.10 Soient ¢: S — T un morphisme d’anneaux gradués, M un S-module gradué et N un T-
module gradué. Notons U = D (¢(S5)). Soit f € S; un élément homogene. On note oy : S5y —
T(4(s)) le morphisme induit par ¢. En utilisant les propositions 3.6, 3.7 et 2.6, on a une suite
d’isomorphismes naturels

(Proj @) (N|U)|D+(f) = (Proj | D4 (¢(f)))« (N D+ (9(S) D+ (f)

= ()" (Spec@f)x (Vo)) (NID4 (9(f))) = (V1) (Spec p)« (Nip())”
= () (o (Vo)™ = ()" (¢ N)(5)™ = (oN)ID+(f)

De plus, on sait déja que chacun de ces isomorphismes est compatible avec les morphlsmes de
restriction de Dy (f) vers D (fg). On obtient donc un isomorphisme naturel (Proj o), (N|U) =
(,N)~. En utilisant les mémes propositions ainsi que le morphisme Ay de 3.9, on a une suite de
morphismes naturels

(M @5 T)"|Dy(p(f)) = (i) (M @5 T)(o5))”
= (W) (M5) @54y Bio(r)™ = (e(p)” (Spewf)*(M<f>)N
= (V)" (Spec )" (7 )" (M| D (f)) = (Proje)*(M)| Dy (o(f))

qui définissent un morphisme naturel (M ®g T)~|U — (Proj)*(M). Si S est engendré par S;
en tant que Sp-algébre, alors ce morphisme est inversible car Ay lest (3.9).

3.11 Soient S un anneau gradué. Si M est un S-module gradué et n € Z, on note M(n) le S-
module gradué égal a M en tant que S-module et dont les éléments homogenes de degré m sont
les éléments homogenes de M de degré m + n. En tant que S-module gradué, M (n) s’identifie
aM®sS(n).

Soit X = ProjS et n € Z. On note Ox(n) le X-module S(n)~, et si 4 est un X-module,
on note 4 (n) le X-module A4 ®¢, Ox(n). Pour n = 0 on a donc Ox(0) = Ox et M (0) = M.
Lorsque ./ est de la forme M pour un S-module gradué M, alors par 3.9 on a un morphisme
canonique

M(n) = M(n)™ (2)

qui est un isomorphisme pour autant que S soit engendré par S; en tant que Sy-algebre. En
particulier, comme S(m) ®g S(n) s’identifie & S(m 4+ n) pour tous m et n, on a sous cette
hypothese des isomorphismes canoniques Ox (m) Qg Ox(n) = Ox(m + n).

Proposition. Soient S un anneau gradué engendré par Si en tant que Sp-algébre et X =
ProjS. Pour tout n € Z, le X-module Ux (n) est inversible.
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Démonstration. Par I'hypothese sur S, X est réunion des ouverts Do (f) pour f € S;. On va
montrer que Ox (n)|Dy(f) est libre de rang 1 pour tout f € Si. Soit ¢z: Dy (f) = Spec Sy
I'isomorphisme de 3.4. Par la proposition 3.7, on a un isomorphisme (¢5)«(0x (n)|D4(f)) =
(S(n)(s))~. Il reste a observer que, comme f est de degré 1, S(n)s) est isomorphe & S(¢y en tant
que S(y)-module pour tout n € Z, I'isomorphisme étant donné par x/fF e ) fRm O

3.12 Soient S un anneau gradué engendré par S; en tant que Sp-algebre et X = ProjS. Si
A est un X-module, on note I'y(0x) Panneau gradué I'.(0x(1),0x) et Tw( M) le T (Ox)-
module gradué I',.(Ox (1), A4') (2.10). En vertu des isomorphismes canonique Ox (m)®g,, Ox (n) =
Ox(m 4+ n) (3.11) et de leur associativité (3.9), on peut identifier les anneaux gradués I'.(Ox)
et @,z Ox(n)(X) ainsi que les modules gradués I'x(A) et @, A (n)(X). Si M est un S-
module gradué, on note ny;: M — F*(M ) le morphisme de groupes abéliens gradués défini en
degré n par la composition des fleches canoniques M,, = M (n)y — M(n)™~(X) = M(n)(X), la
premiere fleche étant le passage au faisceau associé et la deuxieme l'isomorphisme réciproque du
morphisme (2) de 3.11. Il est clair par définition du produit dans I'.(0x) que ns: S — I'.(Ox)
est un morphisme d’anneaux gradués, qui donne & I',(.#) une structure de S-module gradué
pour tout X-module .#, et on voit aussitot que 7; est un morphisme de S-modules gradués.

Proposition. Soient S un anneau gradué engendré par S1 en tant que Sy-algébre et X =
ProjS. Pour tout f € Sy homogéne, Dy (f) = Xps(s)-

Démonstration. Soit d le degré de f. Par 'hypothese sur S et 3.3, X est réunion des ouverts
D,y (g) pour g € S;. Fixons un tel g et soit ¥ = SpecS(,). Il suffit donc de montrer que
Dy (fg) = Dy(9)ns(5)|D(g)- Appliquant I'isomorphisme 9, de chaque coté, 'égalité & montrer
devient
d
D(f/9%) = Yas(p)IDs (a)-

On a des isomorphismes de Y-modules

(%) «(Ox ()| D+(9)) = (S(d)(g))™ = (S(g))™

le premier étant celui de la proposition 3.7 et le second étant déduit de l’isomorphisme de
S(g)-modules S(d)4) =+ S(4) (g étant de degré 1). Au-dessus de Y, on a donc un isomorphisme
Ux(d)(Dy(g)) = (S(g))~(Y) = Sy, et il s’agit donc de montrer que 15 (f)|D4(g) se transforme
en f/g? € S(g) par cet isomorphisme, ce qui est évident par les définitions. O

3.13 Théoreme. Soient S un anneau gradué engendré par Sy en tant que So-algebre et X =
ProjS. Le foncteur I'y: Modx — grModg est adjoint a droite au foncteur 7: grModgs — Modx .

Démonstration. Soit M un S-module gradué. Pour montrer le théoreme, il suffit de vérifier que
N (3.12) est une fleche universelle de M vers Ty, pour tout S-module M. Considérons donc
une fleche p: M — T, (M) ot A est un X-module. On lui associe un morphisme p#: M — ./
comme suit. Soit f € S,. Par la proposition 3.12, D, (f) = X,;(s). Compte tenu de nsg, le
morphisme (1) de 2.11 prend la forme

Lo( M)y = M (D+(f));

en composant avec fi(s), on obtient un morphisme My — # (D (f)). Lorsque f varie, ces
morphismes sont compatibles avec les morphismes de restriction (2.11) et définissent donc un
morphisme de préfaisceaux de modules, dont le morphisme de X-modules associé est le mor-
phisme cherché pf: M — . 1l reste & montrer que les applications p  u? et v . (v)nar
sont des bijections réciproques entre grMods(M, T, (4 )) et Modx (M, .4 ). Vérifions d’abord que
pn = (Du(1*)nar)n pour tout n € Z. Il suffit de montrer que 1'égalité est vraie aprés composition
avec le morphisme de restriction 4 (n)(X) — 4 (n)(D+(f)) pour tout f € Sy, car 4 (n) est un
faisceau. On doit donc montrer que le morphisme M,, — # (n)(D4(f)) déduit de p, coincide
avec la composition

w(n) (s

M, — M(n)(f) F*(J//)(n)(f) = F*(J//(n))(f) — J//(H)(D.,.(f))
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On le vérifie sur les éléments. Un élément x € M, est successivement envoyé par cette composi-
tion sur (f/1)™(x/f™), (f/1)"(u(x)/f™), et finalement sur

(s ()" 1D+ (M) (@) D+ () (s ()" |D+ () ™) = u(@)| D+ (f)-

Pour voir que v = (I, (v)nar)?, il suffit de remarquer que v fait commuter les diagrammes

() (s) ~ Le(W) )
My —— (M) 5y —— Lu(M )

M(D+(f)) A (D+(f))

—
VD4 (f)

pour tout f € S, homogene par naturalité des fleches verticales (2.11), et que (I (v)nar)¥ est,
par définition, I'unique telle fleche. O

3.14 Proposition. Soient S un anneau gradué finiment engendré par Sy en tant que Sp-algebre,
X =ProjS et M un X-module quasi-cohérent. Alors la counité e y: U( M)~ — M de adjonc-
tion de 3.13 est un isomorphisme.

Démonstration. Par définition, ¢ 4 = (idp*({/{))'i est associé au morphisme de préfaisceaux qui
sur un ouvert D (f) = X, () est le morphisme (1) de 2.11. De plus, X est concentré car il est
séparé (3.5) et tout ouvert spécial de X est réunion finie d’ouverts affines par 'hypothése sur S
et 3.3. La proposition est donc un cas particulier de 2.12. [l

En particulier, sous les hypotheses de la proposition, le foncteur I'y: Qcohxy — grModg est
pleinement fidele.

3.15 Proposition. Soient A un anneau, r > 1, S = Alxo,...,x.] et X = ProjS. Lunité
ns: S = Tu(0x) de ladjonction de 3.13 est un isomorphisme.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que le morphisme canonique
Sp = S(n)o — (S+(X)7S(n))o — S(n)~(X)

est un isomorphisme pour tout n € Z. La premiere fleche est ici un isomorphisme car, r étant au
moins 1, I'idéal engendré par un élément homogene non inversible de S ne contient pas S,. Soit
B la base de la topologie de X formée des D (f), f € S+ homogene. 11 suffit donc de montrer
que le préfaisceau Z de 3.2 est déja un faisceau sur la base B U {X}. Sachant que c’est le cas
sur la base B (corollaire 3.4) et que tous les éléments de B sont inclus dans un D4 (z;), il suffit
de vérifier que la suite

0— Sn — H S(?’L)(Ii) = H S(?’L)(Iﬂj)
i 0,J
est exacte pour tout n € Z, ou, ce qui revient au méme, que la suite

08— ]S =] S,

]

est exacte. Mais ceci est trivial sachant que les x; ne sont pas des diviseurs de zéro. O
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Chapitre 11
Cohomologie

81 Cohomologie des faisceaux

1.1 Proposition. Soit X un espace annelé. La catégorie Modx posséde suffisamment d’objets
injectifs.

Démonstration. L’assertion est évidemment vraie si X est réduit a un point, car on a alors une
équivalence entre Modx et Mody(x). En général, soit .# un X-module, et pour chaque point = €
X, soit i,: {x} ¥ X le morphisme d’inclusion et v, : (i,)*(-4) > I, un monomorphisme de {x}-
modules ot I, est injectif. Notons que le foncteur (i;)*: Modx — Mody, est exact et s’identifie
d’ailleurs au foncteur ./ + A% De plus, la counité de 'adjonction (i), (iz)«: Modx = Mod,
(I2.1) est visiblement un isomorphisme. Cette adjonction implique en particulier que les foncteurs
Modx (7, (iz)« (1)) et Mod{gy((iz)*(?), I;) sont isomorphes; puisque le second est exact, le X-
module (i)« (1) est injectif pour tout x € X, et donc aussi & =[],y (iz)«(Iz). Soit p: M — J
le morphisme de X-modules induit par les morphismes 12, : # — (iz)+(I;). On montre que c’est
un monomorphisme en le vérifiant sur chaque fibre. Si x € X, par les propriétés des adjonctions,
v, est le composé
o (i) () vy ~
(i2)" (M) ——— (i) (iz)«([z) > I,

et ainsi (i,)* (1) = (iz)*(pzpt) est un monomorphisme. Il en est donc de méme de (i,)*(u). O

Dans ce chapitre, nous allons formuler autant que possible les résultats en termes d’espaces
annelés et de X-modules. Tous ces résultats s’appliqueront aussi au cas d’un espace topologique
et d’un faisceau de groupes abéliens. En effet, si X est un espace topologique et si 'on prend

pour Ox le faisceau simple de fibre Z, la catégorie Abx est isomorphe & la catégorie Modx.

1.2 Soit X un espace annelé. Pour n > 0, on note H™(X,?) le n-iéme foncteur dérivé a droite
de T'(X,?), qui existe en vertu de la proposition 1.1. Si .# est un X-module, le 7 (X )-module
H™(X, M) est appelé le n-ieme module de cohomologie de X a coefficients dans A . Comme le
foncteur I'(X, ?) commute aux limites projectives (2.1), T'(X,?) est exact a gauche et s’identifie
donc au foncteur H°(X,?).

Rappelons ici la construction des foncteurs H™ (X, 7). La discussion qui suit est valable dans
une catégorie abélienne quelconque en remplacant I'(X, ?) par un foncteur additif & valeur dans
une catégorie abélienne quelconque, mais nous formulons tout de suite les résultats en termes
de X-modules par commodité. On appelle complexe de cochaines augmenté tout complexe de
la forme .# — .#°. Un morphisme d’'un complexe augmenté .# — .#° vers un complexe
augmenté ./ — 4 consiste en un morphisme p: 4 — A et en un morphisme de complexes
w M — N tels que le diagramme

M —— MO
uJ' Juo
N — N,
soit commutatif. On exprime aussi la commutativité de ce diagramme en disant que p° est

un p-morphisme, ou un #-morphisme lorsque p = id (avec ce langage, les augmentations des
complexes en question sont souvent sous-entendues).
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Un résultat élémentaire d’algebre homologique affirme que si 4 — #* est une résolution
de A et si N™ est injectif pour tout n, alors pour tout morphisme p: .# — A il existe une
unique classe d’homotopie de y-morphismes .#° — 4 *. Apres application du foncteur additif
I'(X,?), on déduit donc de p un morphisme uniquement déterminé

H (M (X)) = H (AN (X)), (1)

qui par le résultat cité est évidemment naturel en les complexes augmentés considérés. Supposons
maintenant que 4 — A* et N — A" soient des résolutions injectives et que u: A — N
soit un isomorphisme. Alors il est clair que tout p-morphisme .#° — 4" est une équivalence
d’homotopie; en particulier, le morphisme (1) est un isomorphisme. Le foncteur H*(X,?) est
alors défini en fixant une fois pour toutes une résolution injective .# — /7, pour chaque X-
module ./ et en posant H*(X,?) = H'(J ,(X)).

On dit quun X-module 4 est acyclique pour T'(X,?) s’il admet une résolution injective
M — I telle que le complexe J*(X) soit acyclique, c’est-a-dire si H"(X,.#) = 0 pour tout
n > 1. Tout X-module injectif # est acyclique pour T'(X,?) car il possede la résolution ./ —
4 — 0. Etant donnés une résolution .# — .#* de .4, une résolution injective A — A* de
A et un isomorphisme p: # — A, pour que le morphisme (1) défini par ces données soit un
isomorphisme, il suffit que .#™ soit acyclique pour I'(X,?) pour tout n (on parle alors d’une
résolution T'(X, ?)-acyclique de 4).

Rappelons finalement que H*(X,?) est un d-foncteur jouissant de la propriété universelle
suivante : pour tout d-foncteur T de la catégorie Modx & valeurs dans la catégorie des 0 (X)-
modules et toute transformation naturelle 7: H°(X,?) — TY, il existe un unique morphisme de
d-foncteurs H*(X,?) — T* induisant 7 en degré 0.

1.3 Soit X un espace annelé. Rappelons l'existence du foncteur additif qui a tout X-module
M associe le faisceau 2°(#) des sections discontinues de .#, une telle section sur un ouvert U

étant un élément de J] . . Autrement dit, si i, : {x} — X est I'inclusion du point z,

POty = T (i) )" (A0).

reX

Il est évident que 9°(4) est flasque. Le foncteur 2°: Modx — Modx est exact. En effet, il est
meéme exact apres composition avec le foncteur oubli Modx — Mody, car toute suite exacte de
X-modules 0 = A4 — N — 2P — 0 se transforme au-dessus d’un ouvert U en la suite

O%HJ/ZUE%H%%HW:&—)O

zeU zeU zeU
qui est exacte.

1.4 On va utiliser le foncteur 2° pour définir une résolution canonique d'un X-module qui
nous permettra de calculer sa cohomologie et qui possédera les propriétés avantageuses d’avoir
une structure cosimpliciale et d’étre contractile sur chaque fibre. Comme pour tout x € X
les foncteurs (i;)* et (i)« forment un couple adjoint, le foncteur (iy)s(i;)* est muni d’une
structure canonique de monade dans Modx : si 7, et £, désignent I'unité et la counité de cette
adjonction, cette monade a pour unité 7, et pour produit p, = (iz)«(€4,(i,)+(2))- On en déduit
une structure de monade sur le foncteur produit 2°, dont I'unité est la transformation naturelle
n:id — 29 de composantes 1, et dont le produit : 2°9° — 9° est [, ¢ x pa (i)« (iz)* (pe) O
pr: 9% = (in)«(iz)* est la projection. On peut donc former le complexe cosimplicial augmenté
associé a cette monade, qui est de la forme

id59° 9" 5 92— ...
ol 9™ est le foncteur Z° itéré n + 1 fois; pour tout X-module .# et tout n > 0, le X-module

9™ (M) est donc flasque. On notera id — Z* ce complexe cosimplicial augmenté. Rappelons-en
rapidement quelques propriétés. Les opérateurs de coface et de codégénérescence sont donnés
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par les formules ' = 2" (ngn-i-1(5)): I"1 = D" et o' = DN pgn-i-1(z)): DT — I
(0 < i < n), avec la convention 2~! = id. En général, pour que le complexe cosimplicial
augmenté associé a une monade dans une catégorie abélienne soit contractile, il suffit que I'unité
de cette monade ait une rétraction. Ici, c’est le cas de chacune des monades induites sur les
fibres par la monade ci-dessus. En effet, si on définit un morphisme naturel 2°(.4), — M, en
associant au germe d’une section discontinue (s, )yev de 4 au-dessus d’un voisinage U de z sa
composante s, il est clair que I'on obtient une rétraction de I'unité (i,)*(n.4): My — D°(M ).
On a donc défini une résolution cosimpliciale fonctorielle sur la catégorie des X-modules,
qui est naturellement contractile sur chaque fibre. On verra plus loin (proposition 1.7) que le
morphisme canonique H*(2°(?)(X)) — H*(X,?) qui en résulte (1.2) est un isomorphisme.

1.5 Proposition. Soit X un espace annelé. Tout X -module injectif est flasque.

Démonstration. Soit # un X-module injectif. Le morphisme canonique 7, : f — 9°(#) de 1.4
est clairement un monomorphisme. Puisque # est injectif, c’est un facteur direct de 2°(.#) qui
est flasque (1.3), donc il existe un faisceau 7 tel que f ®% soit flasque. Sachant que les foncteurs
(U, ?) commutent aux somme finies, on en déduit que .# est flasque. O

1.6 Proposition. Soient X un espace annelé et 0 — M — N — P — 0 une suite exacte dans
Modx. Si M est flasque, alors cette suite est exacte dans Mody. Si en outre A est flasque, il
en va de méme pour 2.

Démonstration. La deuxiéme assertion est un corollaire évident de la premiere. Supposons .4
flasque et soit U C X un ouvert. Il s’agit de montrer que la suite

0= MAU)—NU)—PU)—0

est exacte. On sait déja (2.1) que I'(U,?) est exacte & gauche, donc il reste & montrer que le
morphisme A (U) — Z(U) est surjectif. Fixons s € Z(U). Soit E I'ensemble des paires (V,t)
o V C U est un ouvert et ¢t € A (V) est une préimage de s|V, que 'on ordonne en posant
(Vot) < (Vt")y si V. .C V' et t/|V = t. Comme A4 est un faisceau, il est clair que E est un
ensemble inductif. Soit (V,¢) un élément maximal de E et soit € U. Puisque 4 — & est
un épimorphisme de faisceaux, il existe un voisinage V' de = dans U et une section ¢’ de A4
au-dessus de V' qui soit préimage de s|V’. Il s’ensuit que t|]V NV’ —¢/|V NV’ est une préimage
de 0 € Z(VNV'), et donc t|lV NV —#|V NV’ est 'image d’une section de .# au-dessus de
V N V', qui se prolonge en une section r au-dessus de V’. Ajoutant a ¢’ I'image de r, on peut
donc supposer que ¢|V NV’ = |V NV’. On peut alors recoller les section ¢ et ¢’ pour obtenir
une section t” € A (V U V') préimage de s|V UV’ ce qui montre que (V,t) < (V UV’ t"). Par
maximalité de (V,t), « appartient & V', donc V = U et t est la préimage de s cherchée. O

1.7 Proposition. Soit X un espace annelé. Tout X -module flasque est acyclique pour T'(X, 7).

Démonstration. On prouve par récurrence sur n > 1 que H"(X, .#) = 0 pour tout X-module
flasque A4 . Soit 4 un X-module flasque. Par la proposition 1.1, il existe dans Modx une suite
exacte

0= M-I —N—=0

olt .J est injectif. On étudie la longue suite exacte associée

0—MX)—>I(X)=NX)—>H (X, M) H (X, I) =
s HYX, N )= HY(X, M) — HY (X, )=
Puisque .J est injectif, il est en particulier acyclique pour I'(X,?). Par la proposition 1.6,
J(X) — N (X) est un épimorphisme, donc H*(X,.#) — H'(X,S) = 0. Soit n > 2. Par

la proposition 1.5, # est flasque, et par la proposition 1.6, ./ est flasque. Par hypothese de
récurrence, H" (X, /) = 0, donc H*(X,.#) ~ H"(X,J) = 0. O
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1.8 Proposition. Soient X et Y deuz espaces annelés partageant le méme espace topologique
sous-jacent et soit p: Oy — Ox un morphisme de faisceau d’anneauz. Notons F et G les res-
trictions des scalaires Modx — Mody et Modg(x) — Mody(y) associées a ¢ et a px. Alors il
existe un isomorphisme de 0-foncteurs H* (Y, F(?)) = GH' (X, 7).

Démonstration. Cela découle de la théorie générale des foncteurs dérivés sachant que les fonc-
teurs T'(X,7) et I'(Y, ?) sont exacts & gauche, que les foncteurs F et G sont exacts, et que, en
vertu des propositions 1.5 et 1.7, F' transforme les objets injectifs en objets acycliques pour
D(X,7). O

1.9 Nous rappelons quelques résultats formels concernant les doubles complexes. Ceux que nous
considérerons seront toujours a degrés positifs. Un double complexe C** dans une catégorie
abélienne quelconque consiste en une famille d’objets (CP9), ;en munie pour tous p et ¢ de
morphismes dP4: CP4 — CPT19 et dpt: CP1 — CPatl appelés différentielles verticales et ho-
rizontales, respectivement, soumis aux relations d,d, = 0, dpdyp = 0 et d,dn + dnd, = 0. Les
doubles complexes dans une catégorie abélienne donnée forment bien str une catégorie, qui est
d’ailleurs abélienne. Pour tout p > 0 (resp. ¢ > 0), I’homologie du complexe CP* (resp. C*?) est
notée Hy" (C) (resp. H;1(C)). Les objets gradués H;(C) (resp. H?*(C')) forment eux-mémes des
complexes avec les différentielles induites par d,, (resp. dy).

A un tel double complexe C"* on peut associer fonctoriellement un complexe simple Cg, défini
en degré n par Cg = ®p+q:n CP1 et dont la différentielle est dq, = d,, + dj. Plus précisément, les
morphismes d2? et d7? induisent des morphismes CP4 — CPT1:4 @ CPa+! sy C2F! qui induisent
a leur tour le morphisme dg, : Cf — Cg“ ; la relation dgdg = 0 découle des relations imposées
a d, et a dj. Les monomorphismes H,’;O(C) — CPY et HY »— C° définissent des morphismes
de complexes

H;°(C) > Cgy < HY (O)

d’out des morphismes en cohomologie

H*(H;’(C)) = H*(C3) & H* (H} (C))

qui sont évidemment naturels en C**.

Le critére élémentaire que nous allons utiliser a plusieurs reprises est le suivant : sin > 0, pour
que j7 (resp. j7) soit un isomorphisme, il suffit que H" 7 1(H,%(C)) =0 pour 1 < g <n—1
et H""9(H,;%(C)) = 0 pour 1 < ¢ < n (resp. H" P7}(H2*(C)) = Opour 1 < p < n—1et
H" P(HP*(C)) = 0 pour 1 < p < n). Une situation fréquente dans laquelle ceci a lieu est lorsque
les complexes CP* (resp. C"?) sont acycliques. En particulier, j) et 70 sont des isomorphismes. On
peut vérifier ce critere directement par un argument en escalier fastidieux. Donnons-en ici une
preuve plus simple avec la théorie des suites spectrales. Les objets H?(H,;?(C')) constituent en
effet la deuxieme page 'E;" de la premiére suite spectrale associée au double complexe C**, laquelle
converge vers H*(Cg), et le morphisme j;’ n’est autre que le composé des fleches canoniques
‘B0 = 'ET0 — H"(Cg). La premitre condition implique que toutes les différentielles passant
par 'E™0 sont nulles si 7 > 2 et donc que la premiere fleche est inversible. La deuxiéme condition
signifie que le terme 'E5 ™77, et donc le terme 'E7 %9, est nul si ¢ # 0 ; sachant que (‘B %) g<q<n
est l'objet gradué associé a une filtration exhaustive et séparée de H"(Cy,), on obtient que la
seconde fleche est inversible.

1.10 Soient X un espace annelé, .# un X-module et .# — .#* un complexe augmenté. Lorsque
M — M est une résolution, on a défini en 1.2 un morphisme canonique

H (M (X)) = H (X, HA),

naturel en la résolution donnée. On va expliciter ce morphisme par I’étude d’un double complexe.

On forme un double complexe Z** = (ZP(M 7)), qen comme suit. Ses différentielles verticales
sont celles des complexes 9°(.#?) (1.4), tandis que ses différentielles horizontales s’obtiennent en
appliquant les foncteurs 2?7 aux différentielles de .#* avec un facteur (—1)? pres. Cette derniere
condition assure la relation d,d; + dpd, = 0 faisant de 2°* un double complexe. Le complexe
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H? (9) s’identifie & 4" en vertu de la fonctorialité des résolutions flasques de 1.4. Le morphisme
induisant j; en cohomologie est donc de la forme .#* ~ %;,. La fleche 4 — .#° induit d’autre
part une fleche

D (M) = Dg, (2)

naturelle en 4 — ./ *. Supposons maintenant que .# — 4" soit une résolution de .#. Alors le
complexe H;"(7) s’identifie & " (M) par exactitude des foncteurs 27 (1.3), et la fleche (2) est
celle qui induit j; en cohomologie. Chacune des lignes #7* de ce double complexe est d’ailleurs
acyclique dans la catégorie des X-prémodules (1.3), donc si D** est le double complexe de (X )-
modules obtenu en appliquant le foncteur T'(X,?) & &', les lignes DP* sont acycliques. Par le
critére énoncé en 1.9, la fleche j; : H*(H;°(D)) — H' (D) est inversible. Or, comme T'(X, ?)
est exact & gauche, les complexes H;"(D) et HO'(D) s’identifie respectivement aux complexes
D (M)(X) et M (X); puisque Z" (M) est une résolution I'(X, ?)-acyclique de 4 (1.7), on a
donc un isomorphisme canonique H*(H;"(D)) = H*(X, .4 ).

Ainsi, le morphisme (j;)~'j; s’identifie & un morphisme

H (M (X)) — H (X, ).

Vérifions que ce morphisme est le méme que celui défini directement en 1.2. Soit .4 — J*
une résolution injective de 4. Les colonnes 29 du complexe Z** sont acycliques car Z* (.4 ?)
est une résolution de .#%, donc le monomorphisme HY' (%) » %, induit un isomorphisme en
cohomologie (1.9). Le complexe .# — 9 obtenu de la résolution .4 — .#* en composant
avec ce morphisme est donc une résolution de 4, et on en déduit avec les résultats de 1.2 un
M -morphisme 9 — J*. Toutes les fleches dans le diagramme

D (M) — Dy ——= M"

NS

j.

sont alors des .#-morphismes; par 1.2, les triangles de ce diagramme commutent & homotopie
pres, d’ou le résultat.

1.11 Soient X un espace annelé, .# et ./ des X-modules. Nous allons définir un produit coho-
mologique
H(Xa‘///)(g)/?’(X) H.(Xv‘/t/)g)H(Xa'///@/]X ‘/V>5 (3)

naturel en ./ et en 4. Soient .4 — J° et N — f* des résolutions I'(X,?)-acycliques de
M et de A, respectivement, induisant des complexes contractiles sur chaque fibre (de telles
résolutions existent par 1.4 et 1.7). Sachant que (J* ®¢y f')z = J; Qo , Jfo, 0N VOit aussitot
que le complexe A @p, N — I ®p, f° est aussi contractile sur chaque fibre, donc en particulier
est une résolution de A ®g, A . On a donc un morphisme canonique

H((J" @0y J)(X)) = H(X, M @0y N).

D’autre part, en se rappelant qu’on a toujours un morphisme canonique naturel H*(C") ®
H*(D*) — H*(C"® D), le morphisme de passage aux faisceaux associés /" (X) ®¢(x) £ (X) —
(' ®py f7)(X) induit un morphisme

H (X, M) @p(xy) H(X, V) = H (S @y Jf7)(X))-

En composant avec le morphisme ci-dessus, on obtient le morphisme cherché. Les résultats
de 1.2 montrent que ce morphisme est indépendant des résolutions choisies .#* et f* (on peut
par example choisir les résolutions canoniques de 1.4), qu’il est bien naturel en .# et en A, et
qu’il est associatif.

Notons H(X, M) = @, cq H" (X, M ). Lorsqu'on pose A = N = Ux dans (3), on obtient
un morphisme de &(X)-modules

H(X,0x) ®px) H(X,0x) — H(X,0x)
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qui étend le produit de "anneau H%(X, Ox) = €(X), car l'isomorphisme canonique Ox ®g, Ox =
Ux définit la multiplication sur ¢(X). Pour la méme raison, le produit

H(X,ﬁX)@(j(X) H(X,J//) — H(X,J/{)

étend la structure de ¢(X)-module de H(X,.#). On en déduit que H(X,0x) est un anneau
gradué non nécessairement commutatif (on peut montrer sans difficulté qu’il est anticommutatif
relativement & sa graduation, mais nous n’utiliserons pas ce résultat) et que H (X, .#) est un
H(X,0x)-module & gauche gradué.

1.12 Soient X un espace annelé, .4 un X-module et . un X-module inversible. Les morphismes
de 1.11 donnent des morphismes

H (X, %%) @ox) H (X, M @0 L=°) = H (X, M R0, L°). (4)

Lorsque .4 = Ux, les propriétés d’associativité et de commutativité des isomorphismes cano-
niques ¥ @ %" ~ g®m+n) montrent que le morphisme (4) définit sur H(X, 4®) =
Drcz Pren H'(X, Z®™) une structure d’anneau bigradué, et sur H(X, 4/ @4, £®) une
structure de H (X, #®)-module & gauche bigradué. Sur chaque H"(X, # @4y, %), on a en
particulier une structure de H%(X, ¢®)-module & gauche gradué.

1.13 Soient X un espace annelé, .#, ./ et # des X-modules avec des résolutions .4 — M ", N —
N et P — P Soient u: MRQp, N — P un morphisme de X-modules et ' : M Qp, N * — P*
un p-morphisme. On peut alors former le carré

H (M (X)) @ox) H (N (X)) —— H(2°(X))

| |

H.(XaJ//) ®ﬁ(X) H(X,,/V)‘)H.(X,@)

dans lequel la fleche supérieure est induite par u°, la fleche inférieure est composée de celle
de 1.11 et de la fleche induite par p, et les fleches verticales sont déduites des rappels de 1.2. On
va montrer que ce carré est commutatif. On utilise pour cela la description des fleches verticales
donnée en 1.10. Notons 77, 977, 9 et 9, les doubles complexes 9* (M), D" (N "), D (P*)
et Z°(M* R@p, N*). On va définir ci-dessous un (A ®g, A )-morphisme

D (M) Ry D(N) = D (M Rpyy N) (5)
naturel en .# et en /. Admettant son existence pour 'instant, on dessine le diagramme

J/f’@gXJV':J//'®ﬁXJ/°4)@°

I [

9/{,@9 Qex ‘QA/,@ ’ Qﬂ®,/¢/,@ ’ 99”,@

T ]

D (M) Rpy D(N) =D (M Rpyy N)— D (P).

Dans celui-ci, les deux carrés & droite commutent par naturalité des fleches verticales (1.10).
Montrons que les carrés a gauche sont également commutatifs. Si 'on se réfere a la définition
des fleches verticales (1.10), il suffit de vérifier la commutativité des carrés

MP Ry N =——= M Rp, N DP(M°) R, DINO) = DPTUM° @p, N°)

I I | T

DUMP) @pyy DO(NT) = DO(MP Ry V') GP(M) Ry DUN) — DPTUM R4, N);
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celle du premier résulte de ce que (5) est un (A4 ®g, A )-morphisme, tandis que celle du second
provient de la naturalité de (5). Or, le carré dont on cherche & prouver la commutativité est par
définition le contour du diagramme obtenu de celui qui précede en appliquant le foncteur T'(X, ?),
en prenant la cohomologie et en précomposant les trois fleches horizontales par les fleches binatu-
relles H*(I'(X,7")) ®g(x) H (I'(X, 7)) = H (T'(X, 7 ®¢, ")) (les fleches ascendantes devenant
inversibles des deux c6tés) ; il est donc commutatif comme annoncé.

Il reste donc & construire le morphisme (5). Pour cela, on définit dans un premier temps un
morphisme de complexes binaturel

D (MYXD(N) = D (M Rp, N, (6)

ou P (M) x D (N) est le complexe (D" (M) Qg D" (N ))nen avec les opérateurs cosimpli-
ciaux évidents. En degré 0, ¢<° est associé au morphisme de préfaisceaux qui sur un ouvert
U est le morphisme ([[,cy o) @0y )y ([oev Ne) = Ilpev( Mz @0y, Az) induit par les
projections ([ ey Az) @0y ) ([lpev Ne) — Ay @0y, Ny En d’autres termes, si (sz)rev
et (t:)zev sont respectivement des sections de 2°(4) et de 2°(A4") au-dessus de U, alors
st ((82)zer @ (t)wev) = (Sz @ ty)zev. La naturalité est claire. Pour n > 1, on pose

n _ 0/ n—1 0
Sa,. = 9 (gjﬁﬂ/)g_@nfl(Jt{/)ﬁ_@nfl('/i/)'

Montrons que ce morphisme commute aux différentielles, et méme aux opérateurs cosimpliciaux
de 9 et 9° x 9. On le vérifie par un calcul explicite. Fixons un ouvert U de X. Un élément
a € 9°(M)(U) est une application qui & z € U associe un élément de la fibre .4, ; on notera a(z)

une section de .# dont le germe en z est cet élément. Si o € 9™ (M), on notera a(zg, . . . , £, ) pour
a(x) ... (x,); c’est donc une section de 4 dont le germe en x,, est la valeur en x,, de ’application
a(zg,...,Tpn_1), qui est une section de 2°(4) au-dessus d’un voisinage de x,_1 auquel z,

appartient. Avec ces notations, le morphisme ¢} s’exprime comme suit : si « € Z°(4)(U) et
B € D°(AN)(U), alors ¢y envoie a ® 3 sur la section v dont la valeur en € U est représentée
par la section a(z) ® f(z) de M ® AN, ce qu’on écrira y(z) = a(z) ® B(z) (étant entendu que les
sections a(z), B(x) et y(x) sont choisies au-dessus d’un voisinage commun de ). Considérons
maintenant un morphisme de X-modules quelconque pu: 4 — A ;5 si B = 9°(u)y(a), alors
B(x) = py(a(z)), V étant le voisinage de z sur lequel a(z) est défini. On déduit alors de la
définition récursive de ¢ que si o ® 5 est une section de 9" (M) ®p, D™ (AN") au-dessus de U
et siy = ¢} (a® P), alors y(zo,...,zn) = a(zo,...,2n) ® B(z0, ..., 2,). Explicitons maintenant
les opérations cosimpliciales de .# — 9 (), & commencer par l'unité 1 ,: M > D°(M) et
le produit ps: DY (M) — D°(M). Si « est une section de .# au-dessus de U, la valeur de
B =nusu(a) en x € U est par définition le germe de o en z, donc () = . Si o est une
section de Z1(M) au-dessus de U, alors la valeur de 8 = p 4 (@) en z est la valeur en z
d’une section a(x) représentant la valeur de « en x; autrement dit, f(z) = a(z,z). On peut
maintenant facilement expliciter les morphismes 6° = 2" (ngu—i-1(4)): D" (M) — D"(M)
et o' = DN (pgn-i—1(a)): DT M) — D (M). Si v € I (M)(U), alors

S () (0y -y Tn) = QT -+ oy Ti 1, Tit 1y -+ 5 Tn)s
et si o € 9" (4)(U),
ot () (20, .+, Tn) = (Toy .+ ooy Tiy Tiy o T
Finalement, si a ® 8 € (9" N M) @py D" HANU), 1 = (6 ® (e ® B) et 2 =
}'Jggfl(a(X)B), il vient
Y1 (Z0y oy @n) = (Toy ooy Tim1, Tig1y e Tn) @ B(T0y ey Xie 1, i1y« oy Tn) = Y2(T0, -+, Tn);

pour n = 0, ceci montre que §* est un (A ®g, A )-morphisme. Un calcul semblable montre que
¢ commute avec les opérateurs de codégénérescence.
Sachant qu’on a toujours un (4 ®g, 4 )-morphisme binaturel

D (M) Rpyy D (N) = D (M) X D (N)

par la théorie des complexes cosimpliciaux (théoréme d’Eilenberg—Zilber), la démonstration est
complete.
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§2 Cohomologie de Cech

2.1 Soit X un espace topologique. On appelle recouvrement ouvert de X une famille (U;);cr de
parties ouvertes de X telle que I soit non vide et (J,c; U; = X. Si U = (Ui)ier et T = (Vj)jes
sont des recouvrements ouverts de X, un raffinement de 4 vers U est une application A\: J — I
telle que V; C Uy(;) pour tout j € J. Il est clair que la composition de deux raffinements est
encore un raffinement. On définit ainsi une catégorie Covy ayant pour objets les recouvrements
ouverts de X et pour morphismes d’un recouvrement 4 vers un recouvrement U les raffinements
de U vers . Dire que U est plus fin que i revient a dire qu’il existe une fleche {4 — U dans
Covy.

Le foncteur Covg — Ens, (U;)ier + I, releve les sommes non vides. En effet, si (4%),
est une famille non vide de recouvrements ouverts de X, U* = (U®);er,, le recouvrement
U= (Ui)iel_[a 1, défini par U; = UJ* si ¢ € I,, avec les raffinements évidents $l — i, vérifie la
propriété universelle recherchée.

Soit F la sous-catégorie pleine de Covx formée des recouvrements ouverts indexés par des
ensembles de la forme X x {1,...,n} pour n > 1. Si { est un recouvrement ouvert quelconque de
X, il existe bien stir un objet de F qui est plus fin que . D’autre part, puisque X x{1,...,m+n}
est somme des ensembles X x {1,...,m} et X x{1,...,n}, le produit dans Covx de deux objets
de F peut étre pris dans ObF. On en déduit que pour tout recouvrement ouvert i de X la
catégorie (4L F) est non vide et connexe, c’est-a~dire que F est une sous-catégorie finale de Covx.
Par conséquent, pour qu’un foncteur Covy — C possede une limite inductive, il faut et il suffit
que sa restriction a F en ait une, et ces limites s’identifient.

2.2 Soient X un espace topologique et 4l = (U;);es un recouvrement ouvert de X. Pour n > 0, on
appelle n-simplexe de L toute suite ig . . .14, de n+ 1 éléments de I. Un tel simplexe est dégénéré
si le méme élément de I y apparait a plus d’une reprise. Si ¢ = 4p. .., est un n-simplexe de
L, on appelle n le degré de o et on écrit |o| = n; on note U, ouvert U;, N---NU; de X. Si
A U — Y est un raffinement et si 7 = jg ... j, est un n-simplexe de U, on note A7 le n-simplexe
A(Jo) - - - A(Jn) de 4; on a donc Y, C Ly,.

Supposons désormais que X soit un espace annelé. Si n > 0, on note A, (4) le X-prémodule
libre engendré par les n-simplexes de 4. Un morphisme de X-prémodules u: A, () — A est
donc entierement déterminé par le choix de sections globales u(o) de .4 pour tout n-simplexe
0. Le X-prémodule #;,(8) varie fonctoriellement avec 4 dans Cov : si A: 4l — U est un
raffinement, le morphisme #;,(\): #;,(0) — H,(4) est défini par 7 — Ar. Etant donné une
application f: {0,...,m} — {0,...,n}, on peut définir un morphisme X%, () — A, (L) par la
formule ig ..., > i) .- ipm)- Il est clair, d'une part, que ce morphisme est naturel en 4
et, d’autre part, que cette construction définit sur le foncteur %, une structure simpliciale. Ce
complexe simplicial posséde une augmentation naturelle 7, — Ox qui envoie tous les 0-simplexes
sur le « (—1)-simplexe » 1. On notera aussi #_; le foncteur constant en Oy. La différentielle
du complexe de chaines associé & ¥, sera notée d.. Le complexe augmenté 7. () — Ox est
contractile de maniere non naturelle : si 'on choisit un 0-simplexe ¢ de i, le morphisme de degré
+1 défini par ig .. .4, H> @i .. . i, est une homotopie contractante.

On dira qu’un morphisme &: 4, (0) — A, () est transposable si UNY, C UNL, pour tout
m-simplexe o, tout n-simplexe 7 et tout ouvert U de X vérifiant {yny. (7)), 7# 0 (cette définition
a un sens pour tous m > —1 et n > —1, étant entendu que U, = X si o est le (—1)-simplexe).
Une transformation naturelle &: X, — 4, est dite transposable si toutes ses composantes le
sont. Par exemple, les morphismes de la forme 7. (\) sont transposables, et la transformation
naturelle 4, — A, induite par une application f: {0,...,m} — {0,...,n} est transposable; en
particulier, toutes les opérations simpliciales de #. sont transposables. Par contre, I’homotopie
contractante exhibée ci-dessus n’est transposable que si U; = X. Notons aussi que compositions
et combinaisons (X )-linéaires de morphismes transposables sont transposables.

2.3 Soit X un espace annelé. Nous allons définir un bifoncteur ¢ de la catégorie Covy x Mody a
valeurs dans la catégorie des objets cosimpliciaux dans Mod, exact dans sa deuxieme variable.
Soient 4 un recouvrement ouvert de X et .# un X-prémodule. Pour n > 0, on pose

et M) = [T o)1), (1)

lo|=n
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ol i,: U, — X est le morphisme d’inclusion. Ici /|4, représente le {l,-prémodule défini par
Ut A (U); il s’ identifie donc au U,-module (i, )*(A4) lorsque A4 est un X-module. Sachant que
le foncteur oubli Mody — Mody commute aux limites projectives, € (4, .#) est un X-module
si A en est un. Si U est un ouvert de X, un élément v de €™ (L, A )(U) est défini par la donnée
d’un élément a, € 4 (U N4l,) pour chaque n-simplexe o de il

La fonctorialité de €™ en sa deuxieéme variable est donnée par la formule ci-dessus, et 1’exac-
titude du foncteur #™ (4, ?) est apparente. On définit aussi le foncteur ¢ ~1(4,?) comme étant
le foncteur identité Mody — Modx.

2.4 Soit X un espace annelé. On complete maintenant la définition du bifoncteur ¢°. Soient 4l
et U des recouvrements ouverts de X et {: A, (B) — A, (Y1) un morphisme de X-prémodules
transposable (2.2). On peut lui associer un morphisme *¢: #™(U,?) — #"(0,?), appelé le
transposé de &, par la formule

(("€) .0 va)r Z Eung, (7)o (0o |U NY7)

lo|=

pour a € €™ (U, A )(U), les termes de la somme ayant un sens chaque fois que Eyny. (7)s # 0. Le
fait que ¢ est naturel en .# est évident. On vérifie immédiatement que *?: (m, ) — €™ (4, ?),
m > —1, est alors un foncteur &(X)-linéaire si 'on prend pour morphismes de (m,il) vers
(n, ) les morphismes transposables #;, () — H,, (LU). Si A: U — U est un raffinement et si l'on
pose €™(\,?7) = A4, ()\), on obtient donc que #™ est un bifoncteur et que le transposé d’une
transformation naturelle .%,, — #;,, est une transformation naturelle ™ — ¢". En transposant
les opérations simpliciales de .., on obtient par suite une structure cosimpliciale sur ¢*, comme
annoncé, et en transposant ’augmentation #y — #_1 on obtient une augmentation ¢ = ¢,
La différentielle d* du complexe ¢ (4, .#) est donc donnée, pour a € #" (4, .4 )(U), par la
formule

n
(5 g = D (=D a4y U N iy
k=0

ou tout indice chapeauté doit étre omis.

Comme le foncteur 7 est &(X)-linéaire, le transposé d’une homotopie entre morphismes
transposables est une homotopie entre les morphismes transposés. Par exemple, s’il existe un 0-
simplexe i tel que 4; = X, alors on déduit de 2.2 que le complexe augmenté ¢~ (L, ?) — ¢ (L, ?)
est contractile. En général, ce complexe est contractile sur chaque fibre, car pour tout point z
de X il existe un 0-simplexe i tel que = € il;, et on a évidemment " (L, ?)|Ll; = G (LULL;, 7|LL;).
En particulier, si 4 est un X-module, le complexe augmenté .4 — %" (4, 4) est une résolution
de .# dans Modx qui est fonctorielle en ./ .

2.5 Proposition. Soient X un espace annelé et 3 et U deux recouvrements ouverts de X. Pour
tous raffinements A, u: s — 0, il existe une homotopie de cochaines €*(\,?) = € (u, 7).

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe une homotopie de #.(\) vers J#.(u) qui est
transposable. Soit n > 0. On définit 3, : 4, (V) — H,41 () par la formule

Sao--dn) = Y 1) - 1K) AGK) - - Aljn).

k=0

C’est bien un morphisme transposable car Uy, ;. C Uno).. AGr)uGn)...u(Gn) POUr tout k. Soit
T = jo...Jn un n-simplexe de U. Dans ce qui suit on notera pour simplifier pr = p(jr) et
Ak = A(Jr). En développant les définitions on obtient les relations

dn+12n(7—) = Z(*l)]ﬂrluo. Mk>\k )\ +Z k+l+1 ,LLkAkS\l)\n et
1<k k<l
En_ldn(T) :Z(—l)k"'l"'l'u,o__ PEAE -« A +Z k+l --Mk)\k---j\l---)\na

<k k<l
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ou les indices de sommation prennent toutes les valeurs possibles entre 0 et n et ou X_1 = 0.
Lorsque ’'on somme ces deux expressions, il vient

n

(dpy 180 + Sn_1dy) (1) = ZMO e 1N - A — Z“O AR - A
k=0 k=0

Apres simplification, on obtient (d,4+1X, + Xp—1dn)(7) = AT — ut. O

2.6 Soit X un espace annelé. En composant le bifoncteur ¢* avec le foncteur I'™ (X, 7), on obtient
un bifoncteur & valeurs dans la catégorie des & (X )-modules cosimpliciaux, noté C*. Si il est un
recouvrement ouvert de X et .# est un X-module, on appelle cohomologie de U a coefficients
dans M la cohomologie du complexe C* (i, .4), notée H* (8, #). Explicitement, on a donc

o) = [ #(4)

lo|=n

ou A () est un J(X)-module grace a la restriction des scalaires (X ) — Ox (8, ). Le foncteur
C™(U,7): Mody — Modgx) est exact car €™ (4, ?) 'est et I'~ (X, 7) commute a toutes les limites.

2.7 Lemme. [1] Soient X un espace annelé et U et U des recouvrements ouverts de X . Soient
C. et & des morphismes de complexes de chaines H.(0) — H.(U) (resp. des transformations
naturelles #. — A.) tels que (o = &y. Alors (. et &. sont homotopes. Si (. et &, sont transposables,
il existe une homotopie transposable de (. vers £. pour autant que U soit plus fin que 3.

Démonstration. On construit un morphisme de X-prémodules %,,: 7, (0) — Hp1(Lh) par
récurrence sur n > 0. Choisissons pour tout simplexe 7 de U un 0-simplexe 7’ de 4. On pose pour
commencer ¥y = 0, et pour n > 1 on pose Sy, (1) = A7 (Cp—En—Sn_1dy ) () pour tout n-simplexe
7 de 0, ot hT est I’homotopie contractante de X, (i) — Ox définie par ig...i, — T'ig...ip
(2.2). Si U est plus fin que 4, on peut choisir 7’ tel que BV, C il,/, et on vérifie immédiatement
par récurrence que X. est transposable si on suppose (. et £ transposables. Si 4 = U et (.
et £ sont des transformations naturelles (transposables), on peut garantir la naturalité (et la
transposabilité) de X. en choisissant par exemple 7/ égal au premier O-simplexe de 7. Il reste a
vérifier les relations dp 412, + Xn—1d, = ¢ — &n, ce qu’on fait par récurrence sur n > 0 (on pose
bien sir ¥_; = 0). Pour n = 0, cela résulte de ce que {y = &. Pour n > 1, comme hT est une
homotopie contractante, on a

(dn+12n + Enfldn)(T) =(n (T) - 571(7_) - h:—fldn(Cn (T) - én(T) - anldn(T))v
et le dernier terme est nul par 'hypothese de récurrence appliquée a d,, (7). O

2.8 Soient X un espace annelé et 4 un recouvrement ouvert de X. Si g .. .14, est un n-simplexe
de 4 et 7 est une permutation de {0,...,n}, on note 7(ig .. .7y) le n-simplexe ir(g) . .. ix(n). On
note € (U, .4) le sous-complexe des cochaines alternées de €* (i, 7) : si M est un X-prémodule
et U C X est un ouvert, €' (4, 4 )(U) est constitué des a € €™ (i, #)(U) vérifiant, d’une
part, a, = 0 lorsque o est un n-simplexe dégénéré et, d’autre part, a, = (—1)"a, pour toute
permutation 7 de {0,...,n}. On vérifie facilement que ¢’* (4, ?) est un sous-foncteur de ¢ (L, 7).
On note C”* (41, ?) le foncteur obtenu en composant ¢’ (4, ?) avec I'" (X, 7).

Si on munit une fois pour toutes d’un ordre total I’ensemble des 0-simplexes de 4, le fonc-
teur € (4, ?7) est évidemment isomorphe au sous-foncteur de % (4, ?) défini en restreignant le
produit (1) aux simplexes strictement croissants, c¢’est-a-dire aux simplexes ig...i, tels que
19 < +++ < ip. On peut définir une projection p*: € (U, A) — €' (U, A), naturelle en ., de la
maniére suivante. Si o est un n-simplexe non dégénéré, on note m, la permutation de {0,...,n}
telle que m,0 soit strictement croissant. Alors pour a € €™ (4, .4)(U), on pose (pfra)e =0si o
est dégénéré et (pf;a)e = (—1)™ r,» dans le cas contraire.

Proposition. Soient X un espace annelé et 4 un recouvrement ouvert de X dont l’ensemble
des 0-simplezxes est muni d’un ordre total. Le morphisme d’inclusion i*: €' (4,7) — € (4, 7) et
la projection canonique p*: €*(U,7) — €' (4, ?) sont alors des équivalences d’homotopie quasi-
inverses.
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Démonstration. On a évidemment p'i° = id, donc il s’agit de montrer que i'p* est homotope &
l'identité. On remarque que i"p* est le transposé d’un morphisme &.: A, (4) — A, (), & savoir
le morphisme tel que &,(0) = 0 si o est dégénéré et &,(0) = (—1)"™ m,0 dans le cas contraire.
Comme &y = id, on peut appliquer le lemme 2.7 qui nous donne le résultat. [l

En particulier, les foncteurs H" (4, 7) et H"(C’* (4, 7)) sont isomorphes.

2.9 Proposition. Soient X un espace annelé, 4 un recouvrement ouvert de X et M un X-
module. Si M est flasque, alors C* (U, M) est acyclique.

Démonstration. Chaque X-module €™ (4, .#) est flasque, car restriction & un ouvert, images
directes et produits de X-modules flasques sont évidemment flasques. Le complexe augmenté
M — € (U, M) est donc une résolution flasque de .# (2.4). Par la proposition 1.7, on a un
isomorphisme H™ (U, #) = H™(X,.#). On conclut avec la proposition 1.7. O

2.10 Soient X un espace annelé et .# un X-prémodule. On note H*(X,?) le foncteur obtenu en
prenant la limite inductive du bifoncteur (U, #) — H* (L, .4) en sa premieére variable :

H (X, M) = lig H* (2, M).

Ces limites inductives existent car la catégorie Covx admet une sous-catégorie finale qui est petite
(2.1). Le 0(X)-module gradué H*(X,.#) s’appelle la cohomologie de Cech de X a coefficients
dans M .

Dans certaines applications, on a besoin de savoir que la cohomologie de Cech est la cohomo-
logie d’un complexe de cochaines. Rappelons que pour que la limite inductive de diagrammes
d: 1 — Modg(x) soit un foncteur exact, il suffit que | soit une catégorie filtrante. Il n’existe
pas, en général, de sous-catégorie de Covx qui soit a la fois finale et filtrante ; ¢’est pourquoi on
introduit la catégorie Rx comme suit. Les objets de Rx sont les recouvrements ouverts de X de
la forme (U,).ex tels que x € U, pour tout € X, et les fleches de Rx sont les raffinements
dont I'application sous-jacente est 'identité sur X. Il est clair que Rx est un préordre filtrant.
Si on pose

C (X, M) = Hi>nC'(?,J//)|RX
alors on obtient, d'une part, que le foncteur C* (X, ?) est exact car les C* (4, ?) le sont et, d’autre
part, que H*(C* (X, /) = HEH'(?,J//NRX.

Soit P le préordre des recouvrements ouverts de X : c’est le quotient de Covx obtenu en
identifiant toutes les fleches paralleles. En vertu de la proposition 2.5, le bifoncteur (4, .4)
H* (8, .4) se factorise & travers P x Mody. Cela implique que H*(X,.#) est aussi limite induc-
tive de la restriction du foncteur H*(?,.#) & toute sous-catégorie de Covy formée de recouvre-
ments suffisamment fins, car une telle sous-catégorie devient finale dans P. En particulier, on a

H(X,?) = H(C"(X,?)).

2.11 Soient X un espace annelé, 4 un recouvrement ouvert de X et .# un X-module. Soit
M — I une résolution injective de .#. Rappelons que 4 — € (4, .#) est une résolution de
A (2.4). Par les résultats rappelés en 1.2, il existe un morphisme ¢* (4, .#) — J*, unique &
homotopie pres, faisant commuter le diagramme

M ——C (8, M)

|

M— I
d’ott un morphisme de 7(X)-modules uniquement déterminé
wi g H (W M) = H (X, M)

qui est naturel en L et en .4 car ¢ est un bifoncteur. On a déja donné une description explicite
de wy , en 1.10.
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2.12 Soient X un espace annelé, {1 un recouvrement ouvert de X et .# un X-module. Soit
M — I une résolution injective de 4. On va définir sur ¢ = (4P (U, 7)), qen une structure
de double complexe dans Mody . La différentielle verticale d?9 de ce complexe est la différentielle
du complexe € (U, .#7) en degré p, et la différentielle horizontale d}? est obtenue en appliquant
le foncteur €7 (4L, ?) & la différentielle de #* en degré ¢ avec un facteur (—1)? pres. Cette derniere
condition nous donne, en plus des relations évidentes d,d, = 0 et dpd, = 0, la relation d,dp +
dpd, = 0 faisant de ¢"* un double complexe. Soit C"* le double complexe obtenu apres application
du foncteur T'(X, 7). Puisque les #7 sont flasques (1.5), les complexes C*? sont acycliques par la
proposition 2.9. Par le critére énoncé en 1.9, le morphisme canonique j;,: H*(H)'(C)) — H*(Cg,)
est un isomorphisme.
Pour tout ouvert U C X, #|U — J*|U est une résolution flasque de .#|U, donc on a

H (U, M\U) = H (S (U)).

Si on définit le préfaisceau #° comme étant la cohomologie dans Mody du complexe J*, de
sorte que #41(U) = HY(S*(U)) = HY(U, #|U), on a donc

ey =m( I] 7 wo)) = [T 79 (w0) = T] H(, A1) = CP (8, #),  (2)

lo|=p lo|=p lo|=p

et en particulier H;°(C) = C" (8, M) car #° = . On a d’autre part H" (C) = J*(X) car
I'(X,7) est exact & gauche. En composant j; avec (j;)~', on obtient donc un morphisme cano-
nique

H (8, M) — H (X, ).

On prétend que ce morphisme n’est autre que le morphisme wu 4 défini directement en 2.11.
Pour le voir, on remarque que le morphisme .#* »= % induit un isomorphisme en cohomologie,
car les colonnes 7 sont acycliques (2.4). Ainsi, le complexe .# — % obtenu de la résolution
M — J° en composant avec ce morphisme est une résolution de .4, et on en déduit avec les
résultats de 1.2 un .#-morphisme %35 — /. Toutes les fleches dans le diagramme

T, M) Ty I

sont alors des .#-morphismes. Par définition, w;lﬁ _y est le morphisme induit en cohomologie par
la composition C* (U, .A) = Cy — J*(X). Comme tout .#-morphisme .#* — .#* est homotope
a l'identité, Cy — (X)) induit (j;)~' en cohomologie, ce qui prouve notre assertion.

Puisque jj est un isomorphisme, wg , est un isomorphisme. Sin > 1, pour que wi , soit un
isomorphisme, il suffit qu’on ait H" =9~ *(H,;%(C)) = 0pour 1 < g <n-—1et H" 9(H,;’(C)) =0
pour 1 < ¢ < n (1.9). On dira que .4 est acyclique pour $4 si pour tout simplexe o de I, le
complexe C"(Yy, M |8h5) est acyclique. Si A est acyclique pour U, on a H}?(C) = 0 pour tout
g > 1 en vertu de (2). Ceci démontre le théoreme suivant.

Théoréme. Soient X un espace annelé, L un recouvrement ouvert de X et M un X-module.
Si M est acyclique pour U, le morphisme canonique wy ,: H* (U, M) — H* (X, M) est un iso-
morphisme.

2.13 Soient X un espace annelé et .# un X-module. On va maintenant comparer la cohomologie
de X & coefficients dans .# avec le cohomologie de Cech de X & coefficients dans .#. Puisque
les morphismes wy , de 2.11 sont naturels en &I, si A: 4 — U est un raffinement, le triangle

H* (A M)
—

H (Y, .4) H (0, .4)

W, W,

H (X, M)
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est commutatif. Lorsque 'on passe a la limite inductive sur Covy, les wu 4 induisent donc un
morphisme naturel w’,: H*(X,.#) — H*(X,.M). Si M — J* est une résolution injective de
M , on peut aussi prendre la limite inductive sur Rx du complexe C** de 2.12, et on obtient un
double complexe C** = (C?(X, 1)), sen- Par exactitude du foncteur limite inductive (2.10),
les complexes C"? sont acycliques et on a H;(C) = C*(X, M) et HY (C) = S (X). Il est clair
que le morphisme w’, s’obtient alors comme le composé (j;)~'j;. Sachant que C"(X,?) est un
foncteur exact dans la catégorie des préfaisceaux, on a

HM(C) = HY(CP(X, J")) = CP(X, A7), (3)
ol " est la cohomologie dans Mody du complexe /.

2.14 Théoréme. Soient X un espace annelé, M un X -module et B une base de la topologie de
X telle que lintersection de deuz éléments de B soit encore un élément de *B. Supposons que pour
tout U € B et tout n > 1, H™"(U, M |U) = 0. Alors le morphisme canonique w’,: H* (X, M) —
H (X, M) est un isomorphisme.

Démonstration. On a déja remarqué que w? est un isomorphisme. Soit B’ = B U {X}. On
va montrer par récurrence sur n > 1 que w%v est un isomorphisme pour tout V € 9B’, ce
qui donnera en particulier le résultat cherché pour V = X. Supposons ceci démontré pour
tout m < n, m > 1. Fixons V € B’ et choisissons une résolution injective .#|V — J* de
AM|V. On notera C** = (CP(V, 7)), sen le double complexe défini comme en 2.13 et #* la
cohomologie dans Mod;, du complexe #*. Si 1 < m < n et U € B, comme H™(U, #|U) = 0,
on a H™(U, #|U) = 0 par hypothese de récurrence. Par I’hypotheése sur la base B et (3),

H;™(C) = C*(V,#"™) est en chaque degré limite inductive de produits de tels facteurs, donc

H;™(C) =0 pour 1 <m < n. En vertu du critére énoncé en 1.9, le théoréme sera démontré si
I'on montre que H,g"((j') = 0. Or, le faisceau associé au préfaisceau #'? est nul pour tout ¢ > 1,
car il n’est autre que la cohomologie du complexe acyclique .#* en degré q; notre assertion
découle donc du lemme suivant. |

Lemme. Soient X un espace annelé et M un X-prémodule dont le X -module associé soit

nul. Alors CO(X, M) = 0.

Démonstration. Si o € CO(X, M) est représenté par un élément 8 € CO(4, .4 ), on peut trouver
un raffinement \: 4 — U de Rx tel que C°(\, .#)(B) =0; donc a = 0. O

2.15 Soient X un espace annelé, 4 un recouvrement ouvert de X et .4 et A4 des X-modules.
On va définir un morphisme de @ (X )-modules

H (U, M) @px)y H (U N) = H (U, M @p, N ),
naturel en U, 4 et A, rendant commutatif le carré
H (U, M) @¢x) H (U N ) ——— H (U, M @p N)
wil,,//@whv,yJ' vail,,//@,,,/
H (X, M) 2¢x) H (X, N) —— H (X, M @, N ),
ol la fleche inférieure est celle définie en 1.11. Ce morphisme est induit par les morphismes
CP(U, M) Rpy CUM,N) — CPHU M Rpy N) (4)

associés aux morphismes de préfaisceaux qui appliquent un élément a® 3 € €7 (U, A )(U) Qg (v
Z1U, A )(U) sur 'élément dont la composante g . . .ip4q est I'image canonique de

(ig..ip|U N iy ipry) @ (Bipiprg[U N g i)

dans (A ®@¢, N )(UNU,...i,.,,)- La naturalité de cette construction est apparente, de méme que
le fait que ce morphisme est un (/4 ®g, A )-morphisme. La commutativité du carré ci-dessus



II 3.1 COHOMOLOGIE DES SCHEMAS AFFINES ET DES ESPACES PROJECTIFS 43

n’est donc qu'un cas particulier de 1.13 lorsque 'on y pose # = M Qp, N, M* = C* (U, M),
N =F W AN), et P =% (U, M Rp, N). Silon travaille avec les cochaines alternées (2.8),
on notera que le morphisme (4) se restreint en un morphisme ¢’ (U, #) ®q, € (U, N) —
C (U, MRy N).

Tous les résultats de 1.11 et 1.12 se traduisent mot pour mot en remplagant la cohomologie
de ’espace par celle du recouvrement, et la commutativité des carrés ci-dessus montre que les
structures que ’on définit sur ces modules de cohomologie sont compatibles. Par exemple, si &
est un X-module inversible, alors le morphisme H (U, # ®4, ¥®) — H(X, M Rp, £®) somme
des morphismes w{ ;o yom €st un morphisme d’anneaux bigradués lorsque M = Ux et est un
morphisme de modules bigradués en général.

Finalement, on a bien sir des résultats analogues pour la cohomologie de Cech en passant
la limite inductive, mais nous ne les utiliserons pas.

83 Cohomologie des schémas affines et des espaces projectifs

3.1 Théoréme. Soient X un schéma affine et M un X -module quasi-cohérent. Alors pour tout
n>1, H*(X, #)=0.

Démonstration. Puisque les ouverts spéciaux de X forment une base de la topologie de X sa-
tisfaisant aux hypotheses du théoreme 2.14 et que X lui-méme est un ouvert spécial, il suffit
de montrer que H™(U, #|U) = 0 pour tout n > 1 et tout ouvert spécial U de X. Puisque
qu'un tel U est quasi-compact, il existe des recouvrements ouverts de U par un nombre fini
d’ouverts spéciaux aussi fins que 'on veut, donc le résultat sera démontré si I’on prouve que
H"(U, A|U) = 0 pour tout recouvrement ouvert 8 = (Uy,,...,U,,) de U. Si M = 4 (U),
C =0x(U), et B=1]]._, Cy,, sachant que U est affine et que .#|U est quasi-cohérent, le com-
plexe C* (8, #|U) s’identifie, aprés augmentation, au complexe du lemme I 1.12. Notre assertion
est donc un cas particulier de ce lemme. O

Corollaire. Soient X un schéma séparé au-dessus d’un schéma affine, 31 un recouvrement de
X par des ouverts affines et M un X-module quasi-cohérent. Alors les morphismes canoniques
wy 4 etw’, sont des isomorphismes de (X )-modules.

Démonstration. En effet, # est acyclique pour i en vertu de I 2.17 et du théoreme. Le corollaire
résulte donc du théoreme 2.12. O

3.2 Proposition. Soit X un schéma. La catégorie Qcohy est dense dans la catégorie abélienne
Modx.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour toute suite exacte

0= M—>N—P =0

dans Mody, si 4 et & sont quasi-cohérents, alors ./ est quasi-cohérent. Supposons dans un
premier temps X affine. Puisque H'(X, .#) = 0 par le théoréme 3.1, la suite

0= M(X)=>N(X)=>P(X)—=0
est a nouveau exacte. On a donc un diagramme commutatif

0= M(X)” =N X)”=>2P2(X)” =0

0 s M s N s P 50

dont les lignes sont exactes par exactitude du foncteur ? (I 2.4), et on déduit du théoreme I 2.8
que A est quasi-cohérent. En général, on se ramene au cas précédant en considérant pour U C X
un ouvert affine la suite exacte 0 — AU — AU — Z|U — 0 et en se rappelant que 4 |U et
2|U sont quasi-cohérents. O
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3.3 Soient A un anneau, f = (fo,..., f.) une suite d’éléments de A et M un A-module. On note
M = C~Yf,M) — C*(f, M) le complexe augmenté de A-modules

M= My = [ Mg, = J] Mg == Mpgp, 50—
i i<j i<j<k

dont la différentielle est donnée par

(d)ig.ip = > _(~DFay 5 o

0

avec un abus de notation évident. La cohomologie de ce complexe sera notée H'(f, M). On peut
encore décrire ce complexe directement comme suit. Pour f € A, soit K*(f, M) le complexe de
A-modules M — M, nul en degrés différents de 0 et de 1, dont la différentielle est la multi-
plication par f. On note K (f, M) le complexe K*(fo, M) ®4 - - @4 K*(fr, M). On remarque
alors que le complexe C*~1(f, M), M — My, est la limite inductive du diagramme K" (f, M) —
K*(f>,M) — K*(f3,M) — ---. D’autre part, le complexe C*~1(f, M) s’identifie au complexe
C Y fo,M)®a4---®@4C"~L(f., M). Comme le produit tensoriel commute aux limites inductives,
C*~Y(f, M) est la limite inductive du diagramme K*(f, M) — K*(f>, M) — K" (f3,M) — ---,
ou f™ désigne bien str la suite (fJ,..., f).

On dit que la suite f est réguliére pour M si la multiplication par f; dans M/M;_1(f) est
injective pour tout 4, ou M;_1(f) désigne le sous-module foM + ---+ f;_1 M de M.

3.4 Proposition. Soient A un anneau, £ = (fo,..., fr) une suite d’éléments de A et M un
A-module plat. Si £ est réguliére pour M et sin € Z est différent de 0 et r, alors H*(f, M) = 0.

Démonstration. Sif est réguliere pour M, chaque suite f™ est aussi réguliere pour M. Compte
tenu de la discussion qui précede et du fait que la cohomologie commute aux limites inductives
filtrantes, il suffit de montrer que H™(K"(f,M)) = 0 si n # r + 1. On montre par induction
sur r que H"(K*(f,M)) =0sin #r+1et HT (K (f,M)) & M/M,(f), le cas r = 0 étant
trivialement vérifié sans aucune hypothese sur f.

Soient L* et K* des complexes de cochalnes de A-modules, et supposons que K™ = 0 si
n #0,1 et que K° et K! soient plats. Soient K et K; les complexes de A-modules partout nuls
a I'exception de K = K et K] = K*. On a alors une suite exacte (scindée en chaque degré)

0L @aK| - L @4 K — L ®aKy—0.
Par platitude, H'(L* ®4 K;) = H L' ®4 K') = H Y L") ®4 K' et H (L' ®4 K;) =
H (L' ®4 K° = H" (L") ®4 K°, donc on obtient une longue suite exacte de la forme
0= H (L' @4 K')—> HY (L )94 K° > HY (L) @4 K' - HY (L' @4 K*) — - - -
s H"H L)Y @A K w H' (L' @4 K) - HY(L') @4 K - H" (L") @4 K' — - - -.
En examinant le diagramme

(Lt @a K@ (L" @4 K% » L" @4 K°

J

" ®a Kl Y (Ln ®a Kl) o) (LnJrl ®a KO)

on voit immédiatement que le morphisme connectant H"(L") ®4 K° — H"(L") @4 K' n’est
autre que (—1)"(id @ d°).

Appliquons ce qui précede & L' = K*((fo,. .., fr—1), M) et K* = K*(f., M). Alors on obtient
de ’hypothese de récurrence que H™ (K" (f, M)) = 0 si n # r,r + 1 ainsi qu’une suite exacte

. 0
0— H™(K* (£, M)) = M/M,_1(£) @4 M 2% M/M,_ 1 (£) @4 M — H™1 (K" (£, M)) — 0,
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d’: M — M étant ici la multiplication par f,. Par régularité de f, la fleche centrale est injective et
donc H"(K*(f, M)) = 0. D’autre part, son conoyau H"*1(K"(f, M)) est visiblement isomorphe
a M/M,(f). O

Lorsque la suite f engendre 'idéal unité de A, cette proposition est un cas particulier du
lemme I 1.12, qui est valable sans les hypotheses de régularité et de platitude. En effet, si
L désigne le recouvrement (D(fy),...,D(fr)) de Spec A, le complexe C*(f, M) s’identifie &
C" (4, M) ; mais les complexes C”* (4, M) et C" (4, M) sont homotopes par la proposition 2.8,
et le lemme cité montre que le second est acyclique. Cependant, lorsqu’on appliquera cette
proposition au calcul de la cohomologie de certains espaces projectifs, la suite f n’aura pas cette
propriété, d’ou la nécessité d’établir ce résultat sous ces hypotheses différentes.

3.5 Soient S un anneau gradué finiment engendré par S; en tant que Sp-algebre, X = ProjS
et 4 un X-module quasi-cohérent. Par la proposition I 3.14, on peut supposer sans perte de
généralité que . est de la forme M pour un certain S-module gradué M. Pour tout m € Z, on
identifiera aussi .4 (m) et M(m)~ grace a l'isomorphisme canonique de I 3.11. Rappelons que

H(X,.M ()= P H"(X,.4(m))

meZ neN

est muni d’une structure d’anneau bigradué (non commutatif) lorsque .# = Ox qui étend la
structure d’anneau gradué de I'x(0x) = HO(X, Ox (%)), et est un H(X,Ox (*))-module & gauche
bigradué en général (1.12). Le morphisme d’anneaux gradués ng: S — I'.(0x) munit chaque
H"™(X, M (%)) d’une structure de S-module gradué qu’on se propose d’étudier.

Choisissons une fois pour toutes une famille finie f = (fo,..., f,) d’éléments homogenes de
St qui engendrent S en tant que Sp-algebre. On sait (I 3.3) que Y = (D4 (fi))o<i<r st un
recouvrement de X par des ouverts affines. Si o0 = i ... est un k-simplexe de i, on notera f,
le produit f;, - fi,, de sorte que i, = D4 (f,). Tous les ouverts il, sont donc affines, et par
les théoremes 3.1 et 2.12 le morphisme canonique naturel wy ,: H*(U, .A4) — H* (X, .#) est un
isomorphisme de & (X )-modules.

3.6 Reprenons les notations et les hypothéses de 3.5. On va maintenant expliciter la structure
de S-module gradué de H™(X, # (x)). Le morphisme canonique de passage au faisceau associé
identifie le faisceau .#(m) sur la base des ouverts de la forme D, (f), f € S+ homogeéne, au
préfaisceau U + (S4+(U)"1M(m))o (corollaire I 3.4). Le Ox (4,)-module .#(m)(i,) s’identifie
donc au (Sy, )o-module (Mjy, ), et les morphismes de restriction sont les morphismes canoniques
(My, ) — (Mg, )m. Le complexe C" (4, .4 (m)) des cochaines alternées de & coefficients dans
A (m) est donc isomorphe au complexe

H(Mfi)m - H(Mfij )m T (Mf()”'fr)m 0=

i 1<J

dans lequel les o varient parmi les simplexes strictement croissants de 4l (2.8). En prenant la
somme directe de ce complexe sur les m € Z, les produits y figurant étant finis, on obtient le
complexe

HMfi%HMfij—>---—>Mf0me—>O—>--- (1)
i i<y

qui n’est autre que C"(f, M) (3.3). Comme le passage & la cohomologie commute aux sommes
directes de complexes de cochaines, la cohomologie H*(f, M) s’identifie & H* (i, .# (x)). On no-
tera en particulier que H™(X, #(x)) = 0 si n > r + 1. On prétend en outre que la structure
de S-module gradué de H"(f, M) correspond a la structure de H°(X,Ox (x))-module gradué
de H"(X,.# (x)) par le morphisme canonique ng: S — H°(X,Ox(*)), c’est-a-dire que les gra-
duations considérées sont les mémes, ce qui est évident, et que le contour du diagramme de
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So-modules
S®g, H'(f, M) ————  H"(f, M)

J JZ

HO (8, Ox () @0 x) H™ (W, M () — H" (4, M (%))

lz Jz
HO(X, Ox (%) @o(x) H™(X, M (%)) = H™(X, M (x))

est commutatif, ott la fleche S — HY(8l, Ox (+)) est la composition (wy 4, (,)) '7s. On on a
déja montré (2.15) que le rectangle inférieur commute. L’isomorphisme (wgyﬁ,)_l: M(X) =
HO(U, ) se déduit de I'augmentation .4 — " (4, ) et est donc donné par o > (a|th;)o<i<r-
Sous l'identification de Ox(m)(U,) avec (Sf,)m, le composé S, — Ox(m)(X) — Ox(m)(HUs)
n’est autre que le morphisme canonique S,, — (Sy, )» par définition de ng, et il s’ensuit que la
fleche S — HO(4U, Ox (x)) envoie un élément a € S sur 'élément dont la i-ieme composante est
a/l € Sy,. La ligne médiane est induite par les compositions

C™(U, Ox (m)) @o(x) O (U, M (m)) — C™ (W, Ox (m) @y M () = C™ (4, M (m+m))

dont la premiere fleche envoie @ ® § sur la cochaine + dont la composante ig...%, est
(ig|8ig..5,) @ Big..in, € (Ox(m) ® M (m))(Lhi,. 4,), qui est envoyée par la deuxieme fleche
sur le produit (o, |thi,...i,, ) Bio...i, € A (m +m')(Uy,..4,), par définition de la fleche canonique
Ox(m) Qg M (m') = M (m+m') sur les ouverts de la forme Dy (f) (I13.9 et I3.11), d’olt, avec
la description de la fleche S — HO(4, Ox (%)), la commutativité du rectangle supérieur.

3.7 Appliquons les résultats de 3.6 au cas particulier ou S = Alzg,...,x,] est un anneau de
polyndémes et .# = Ux, A étant un anneau quelconque et r > 1. Le morphisme d’anneaux gradués
ng: S — T'u(0x) est alors un isomorphisme (I 3.15). On prendra bien sir pour f la famille
x = (xo,...,x,) qui est réguliere pour S. Par la proposition 3.4, on a donc H™(X,0x(x)) = 0 si
n est différent de 0 et 7. Le théoreme suivant détermine H™ (X, Ux (%)) dans les deux cas restants.

Théoréme. Soient A un anneau, r > 1, S = Alxg,...,x,] et X = ProjS. Sin #0,r, alors
H"(X,0x (%)) = 0. Pour tout m € Z, H"(X,0x(—m —r — 1)) est un A-module libre de rang

(m+T) et le morphisme canonique
T

HY(X,0x(m)) @4 H(X,0x(=m —r — 1)) = H"(X,0Ox(—r — 1)) (2)

induit un isomorphisme entre H°(X,0x (m)) et le A-module dual @ H"(X,0x(—m —1r — 1)) et
réciproquement.

Démonstration. Par 3.6, H"(X,0x(—m — r — 1)) est isomorphe au A-module des éléments ho-
mogenes de degré —m —r — 1 dans le S-module gradué H"(x, S). Ce dernier est le conoyau du
morphisme

T T
dr_li H SIU"'ik"'Ir — SIO“'IM (ak)ogkgr (g Z(*l)kak,
k=0 k=0
ot 'on identifie Sy,...5,...z, & un sous-module de Sy...z,. Or, Sy,...z, €st un A-module libre
avec base {xé“ ---xir | i), € Z}. Parmi ces mondmes, ceux pour lesquels ix > 0 engendrent le
sous-module Sy, ...5, ...z, Ainsi, 'image de d"~! est engendrée par les monomes xé“ - xlr avec
i > 0 pour au moins un k. Son conoyau s’identifie donc au sous-module libre gradué de Sy, ...,
engendré par les mondmes xé‘) -+l avec i, < 0 pour tout k, et il y a exactement (m;”) tels
mondmes de degré —m —r — 1.

En particulier, H"(X,0x(—r — 1)) est un A-module libre de rang 1, un isomorphisme
H"(X,0x(—r — 1)) = A étant donné en appliquant sur 1 l'image de 5" --- 2! par I'isomor-
phisme canonique H" (x,.5)_,_1 = H" (X, Ox(—r—1)). Par les résultats de 3.6, le morphisme (2)
s’identifie & la composition S,, ®4 H"(x,S) —m—r—1 — C"(x,5) 1 » H"(x,5) 1 = A ol

remiere fl¢ ique 270 - adr @ 210 - gl sur 20790 ... girtir s mais tous ces monomes
la premiere fleche applique Ir @z I osur ) i
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sont dans I'image de d"~! & moins que ig + jo = --- = %, + j» = —1. Ainsi, la matrice du mor-
phisme bilinéaire (2) est la matrice identité dans les bases exhibées plus haut, convenablement
ordonnées. O

Remarquons pour conclure que, si I'on n’avait pas déja prouvé que H"(X,Ox (x)) = 0 pour
n # 0,7, on pourrait montrer comme dans la deuxiéme partie de la preuve que le morphisme
canonique

H™(X,0x (m)) @4 H™ (X, Ox (—m — 7 — 1)) = H"(X, Ox (—1 — 1))

induit un isomorphisme entre H™(X,0x(m)) et le dual de H" "(X,0x(—m — r — 1)) et
réciproquement, pour 0 < n < r. Ce phénomeéne est en fait plus général et est connu sous
le nom de dualité de Serre. Sous sa forme la plus élémentaire, on peut l'exprimer comme
suit. Si X est un schéma de dimension r suffisamment régulier (la condition précise est liée
a la notion de régularité définie en 3.3), il existe un X-module £ et un isomorphisme entre
H"(X, M) et le dual de H (X, M Rp, 2), pour tout X-module localement libre .#. Lorsque
X = Proj Alzo,...,z,], le X-module 2 n’est autre que Ox(—r — 1) et on retrouve le résultat
démontré ci-dessus pour A4 = Ox (m).
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